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Introduction 



La catégorie abélienne des faisceaux pervers Vervx sur un espace 
topologique X a été introduite par A. Beilinson, J. Bernstien, P. Deligne 
et O. Gabber dans [T]. Elle joue un rôle important dans de nombreuses 
branches des mathématiques, notamment en géométrie algébrique et 
en théorie des représentations. L'un des intérêts majeur est dû au 
théorème de Riemann-Hilbert qui établit, dans le cas oii X est une 
variété analytique complexe, l'équivalence entre Vervx et la catégorie 
des "D-modules holonômes réguliers. La catégorie des faisceaux per- 
vers est définie comme sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée 
des faisceaux à cohomologie constructible. Cette définition nécessite 
donc un langage algébrique très avancé et plusieurs méthodes ont été 
développées pour en donner, dans le cas oii la stratification est fixée, 
une description élémentaire. 

Plusieurs descriptions par des catégories de représentations de car- 
quois se font sur un espace topologique particulier muni d'une stratifi- 
cation fixée. Rappelons qu'un carquois est un graphe orienté et qu'une 
représentation est un foncteur de ce graphe dans la catégorie des es- 
paces vectoriels. 

Un premier exemple de cette approche est donné par A. Galligo, M. 
Granger et Ph. Maisonobe qui, dans |7], démontrent l'équivalence de 
la catégorie des faisceaux pervers sur relativement à un croisement 
normal avec une sous-catégorie pleine, notée C„, de la catégorie de 
représentations du carquois associé à un hypercube. En utilisant une 
méthode similaire Ph. Maisonobe démontre, dans |15j . le même type 
de résultat avec X = stratifié par une courbe plane. On peut aussi 
citer T. Braden et M. Grinberg qui, en utilisant la théorie des faisceaux 
pervers microlocaux, décrivent, dans [3], la catégorie Vervx oii X est 
un espace de matrices stratifié par le rang. Citons S. Khoroshkin et A. 
Varchenko, dans ils considèrent X = C" muni de la stratification 
S donnée par un arrangement d'hyperplans. Ils définissent un foncteur 
pleinement fidèle de la catégorie des repésentations du carquois associé 
à S dans la catégorie des P-modules holonômes réguliers. Un autre 
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exemple de ce type est démontré dans |8j par Gudiel Rodriguez et L. 
Narvàez Macarro. 

D'autres méthodes, plus générales mais du même coup moins expli- 
cites, consistent à décrire la catégorie Vervx dans le cas oii X est un 
espace de Thom-Mather. Citons par exemple R. MacPlierson et K. Vi- 
lonen, dans [13] . C'est d'ailleurs en itérant ce processus que H. Larrouy 
démontre dans sa thèse |12j l'équivalence entre Vervx et une catégorie 
de représentations de carquois, pour X une variété torique affine. 

Les résultats que nous venons de citer ne tiennent pas compte 
du caractère local des faisceaux pervers. Rappelons, en effet, que les 
faisceaux pervers sur un espace stratifié forment un champ. Autre- 
ment dit connaître un faisceau pervers sur un ouvert U revient à le 
connaître sur un recouvrement ouvert. On peut donc s'attendre à ce 
qu'une caractérisation locale de la catégorie des faisceaux pervers par 
des catégories explicites de représentations de carquois puisse se recol- 
ler sur X en une description simple de la catégorie globale des faisceaux 
pervers. Ceci permettra, par exemple, de décrire les faisceaux pervers 
sur un espace qui est localement un des espaces cités. 

Récemment, D. Treumann a commencé à travailler dans cette di- 
rection. Il a donné dans |21j et [22] une description du champ des 
faisceaux pervers en s'appuyant sur le fait que le champ est un 
champ constructible (dont la restriction à chaque strate est localement 
constante). Il démontre que sous certaines conditions topologiques, la 
catégorie globale Vervx est équivalente à une catégorie de modules sur 
une algèbre de type fini. Il y arrive en recollant des descriptions locales 
qui s'inspirent de MacPherson et Vilonen qui ne sont pas des catégories 
de représentations de carquois explicites. 

Le but de cette thèse est de montrer comment on peut recoller des 
descriptions élémentaires et explicites de faisceaux pervers en utilisant 
la théorie des champs. Pour cela on considère des espaces qui sont lo- 
calement isomorphe à C" stratifié par le croisement normal. C'est le 
cas des variétés toriques lisses stratifiées par l'action du tore et de 
stratifié par un arrangement générique de droites. Notre modèle lo- 
cal est donc l'équivalence de catégories démontrées par A. Galligo, M. 
Granger et Ph. Maisonobe dans [7j. Il s'agit donc de généraliser cette 
équivalence de catégorie en une équivalence de champs puis de recoller 
ces équivalences. 

Le premier chapitre est une présentation des objets avec lesquels 
nous travaillons. Nous donnons ainsi la définition et quelques pro- 
priétés essentielles des catégories de représentations de carquois. Pour 



INTRODUCTION 



3 



décrire le champ des faisceaux pervers nous utilisons le langage des 2- 
catégories, c'est pourquoi nous y consacrons un paragraphe. Enfin nous 
introduisons la 2-catégorie des champs. Nous l'introduisons comme une 
généralisation des faisceaux en catégories. 

Considérons X un espace topologique muni d'une stratification S. 
Un faisceau pervers est un complexe de faisceau à cohomologie construc- 
tible, c'est à dire ces faisceaux de cohomologie sont localement constant 
sur chaque strate. Une approche naïve pour coder un faisceau pervers 
consisterai à considérer ses restrictions à chacune des strates et des 
données de recollement à préciser. Effectivement, considérons un fais- 
ceau constructible, on montrera dans le chapitre 2 qu'un faisceau sur 
X est défini de manière unique par ses restrictions à chaque strate 
et pour chaque couple de strate un morphisme de recollement. Donc 
un faisceau constructible est codé par une représentation de carquois 
dont la combinatoire est donnée par la stratification. La situation pour 
les faisceaux pervers est plus compliqué car on travaille avec des com- 
plexes dans la catégorie dérivée. Par contre il s'avère que le champ des 
faisceaux pervers est un champ constructible pour S ce qui nous per- 
met de raffiner cette approche naïve en considérant non plus un seul 
faisceau pervers mais la catégorie Vervx- Pour motiver notre classifi- 
cation des champs strictement constructibles dans le chapitre 3, nous 
nous intéressons tout d'abord dans le deuxième chapitre aux recolle- 
ments de faisceaux et de faisceaux pervers sur un espace stratifié. 
La première partie est la démonstration de l'équivalence entre la catégorie 
des faisceaux sur un espace stratifié Shx et une catégorie iS^ dont les 
objets sont donnés par : 

- pour toute strate, un faisceau sur cette strate, 

- pour tout couple de strate, un morphisme de recollement. 
C'est une généralisation du fait qu'un faisceau est défini de manière 
unique par ses restrictions à un ouvert et à son fermé complémentaire 
ainsi qu'un morphisme de recollement. Ce résultat et sa preuve sont 
délibérément formulés dans un langage très formel pour permettre de 
les adapter aux champs. 

La deuxième partie de ce chapitre est un résultat sur le recolle- 
ment de faisceaux pervers qui est une variante explicite d'un résultat 
démontré par MacPherson et Vilonen dans [13j . Nous n'utilisons pas 
cette partie dans la suite de la thèse. 

Le chapitre 3 est une étude de la 2-catégorie des champs sur un 
espace stratifié &tx- 
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Dans un premier temps, nous généralisons le théorème démontré dans 
la première partie du chapitre précédent. On définit une 2-catégorie, 
sur le même modèle que S-^. Ainsi un objet de cette 2-catégorie 
est donné par : 

- pour toute strate, Sk, un champ (tk sur cette strate, 

- pour tout couple de strates {Sk, Si) tel que Sk d Si, un foncteur 
de champ Fi^ : (£fc ^ ik^ii*^i où ik et ii sont les injections de 
respectivement Sk et Si dans X. 

- pour tout triplet de strates, un isomorphisme 9kim de foncteurs 
de champs : 



^k ^m*^m 



6klrt 



ik ^1*^1 ^m*^n 



qui vérifient des conditions de commutations. 
Nous démontrons le théorème suivant. 



Théorème 0.1. Les deux 2-catégories &tx et ©s sont 2-équiva- 
lentes. 

La démonstration du théorème s'inspire de notre démonstration 
dans le cas des faisceaux (voir chapitre 2), mais devient considéra- 
blement plus technique. Néanmoins l'idée de base reste simple : un 
champ sur X est 2-limite projective de ses restrictions sur les strates 
011 le système projectif doit coder les conditions de recollement. Remar- 
quons que, contrairement des faisceaux ou une démonstration 
élémentaire est possible, dans le cas des champs, l'approche formel est, 
dans la pratique, incontournable. 

Dans la deuxième partie de ce chapitre nous introduisons la no- 
tion de champs constructibles et strictement constructibles relative- 
ment à une stratification fixée. Comme pour les faisceaux, un champ 
est constructible (resp. strictement constructible) si la restriction de 
ce champ à chaque strate est localement constante (resp. constante). 
Cette notion intervient parce que le champ est constructible et dans 
quelques cas même strictement constructible. On s'intéresse ensuite au 
cas particulier où X = et 12 est la stratification, dite du croisement 
normal, associée à l'ensemble {(zi, . . . , z^) G C^\zi . . . Zn — 0}. On 
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démontrera que dans ce cas le champ est strictement construc- 
tible et qu'un champ strictement constructible sur C" est défini de 
manière unique (à isomorphisme près) par la donnée : 

- pour toute strate Sx, d'une catégorie, 

- pour tout couple de strates {Sk, Si) telles que Sk C Si, d'un fonc- 
teur Fik, _ _ 

- pour tout triplet {Sk, Si, Sm) de strates tel que Sk C Si C Sm, 
d'un isomorphisme de foncteurs. 

Cette description particulièrement simple est déduit du théorème 0.1 
et s'appuie sur le fait que les voisinages tubulaires des strates sont des 
fibrations triviales. L'argument clef est donnée par la proposition : 

Proposition 0.2. Si Cl est un champ constant sur la strate Sl 
alors le champ ijliL*CL est constant, où Îk et Îl sont les injections 
des strates Sk et Sl dans X . 

Dans le cas du champ ^c"; on obtient que la restriction de ce 
champ aux strates de dimension k est constante de fibre Verv^n-k, 
et que la fibre du champ îx^ïl*^l^^C" est équivalente à la catégorie 
VerV(^*n-is^0-k. On a alors la description suivante du champ des fais- 
ceaux pervers : 

Théorème 0.3. Le champ *Pcn est équivalent à la donnée : 

- pour toute strate Sk de dimension k, de la catégorie Verv^n-k, 

- pour tout couple de strates {Sk,Sl) tel que Sk C Sl, de la res- 
triction : 

VerV(jn-k — >■ Vervç;*n-iy^0-k 

- pour tout triplet {Sk, Si, S^) de strates tel que Sk C Si C S m, un 
isomorphisme de joncteur. 



Dans le quatrième chapitre nous généralisons l'équivalence de Gal- 
ligo, Granger et Maisonobe en une équivalence de champ. Dans un 
premier temps nous rappelons brièvement les résultats démontrés dans 
[7] . Nous rappelons ainsi la définition des catégories de représentations 
de carquois, C„, puis des équivalences a„ : 

a„ : Vervcn — ^ C„ 

Dans la deuxième partie nous définissons un champ, de catégories 
de représentations de carquois équivalent à *Pcn . Pour cela on considère 
le champ définit par la donnée : 

- pour toute strate Sk de dimension k, de la catégorie Cn-k, 
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- pour tout couple de strates {Sk,Sl) tel que Sk C Sl , d'un 
foncteur "oubli", 

- et enfin pour tout triplet de strates {Sk, Sl, Sm) tel que Sk C 
Sl c s m d'un isomorphismc de foncteur. 

Puis nous démontrons le théorème suivant : 

Théorème 0.4. Les objets €cn et sont équivalents. 

Pour le démontrer nous considérons l'équivalence définie par la 
donnée pour toute strate de dimension k de l'équivalence Il 
s'avère techniquement difficile de démontrer que ces équivalences se 
recollent en un foncteur. 



Enfin les deux derniers chapitres sont deux applications de cette équi- 
valence de champs. Mais les stratégies diffèrent sensiblement. 
Dans le chapitre 5 nous considérons muni de la stratification donnée 
par un arrangement générique d'hyperplans. Cette stratification est lo- 
calement un croisement normal, de plus les voisinages tubulaires des 
strates sont homéomorphes à des produits. On peut alors appliquer di- 
rectement la construction faite aux chapitres précédents. L'étude des 
sections globales du champ ainsi défini nous donne alors une équivalence 
entre Vervj] et une catégorie de représentation du carquois associé à la 
stratification. Cette étude nécessite la connaissance de la topologie de 
chaque strate. 

Dans le chapitre 6, on s'intéresse aux variétés toriques lisses stratifiées 
par l'action du tore. Les variétés affines lisses sont des produits de 
C avec des C* stratifiés par le croisement normal. On sait donc ca- 
ractériser sur les ouverts affines à l'aide de nos résultats du cha- 
pitre 4. Ici on montre que ces caractérisations locales se recollent en 
une équivalence de champ. La difficulté réside dans l'expression des 
isomorphismes de recollement torique et dans la compréhension de leur 
action sur le recollement des champs. Puis on explicite cette équivalence 
de champ au niveau des sections globales. Ceci nous permet d'établir 
une équivalence entre Vervx et une catégorie de représentations du 
carquois associé à l'éventail définissant X. 



CHAPITRE 1 



Définitions et notations 

Dans ce chapitre nous donnons les principales définitions et nota- 
tions que nous allons utiliser. 

1. Cetrquois 

On donne dans ce paragraphe les définitions de carquois, carquois 
associé à une stratification et représentations de carquois. 

DÉFINITION 1.1. Un carquois Q est la donnée d'un ensemble de 
sommets I{Q) := {si, «2, ■ ■ ■ , Sp} et pour tout couple de sommets non 
nécessairement différents d'un ensemble de flèches Arr{sa-i sp). 

Soit X un espace topologique muni d'une stratification S = \^ Sa- 

DÉFINITION 1.2. On note Qs le carquois suivant : 

- A toute strate, Sa on associe un sommet Sa, 

- Soient s a et deux sommets, on a : 

{{d'à/s} si Sa est une strate incidente à Sp de codimension 1 
{tta/s} si Sp est une strate incidente à Sa de codimension 1 
sinon 

Ainsi, entre deux sommets, il y a soit deux flèches orientés de façon 
opposée, soit aucune flèche. 

Exemples : 

- Pour X=C, muni de la stratiflcation S — {0} U C* du croisement 
normal, Qc aussi noté Qi, est le carquois suivant : 



- Pour X — G"^ muni de la stratification S du croiement normal 
S = ({0} X {0}) U (C* X {0}) U ({0} X C* U C* X C*) 

7 



8 



1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS 



(5c2, aussi noté Q21 est le carquois suivant : 




- Pour X = muni de la stratification S associée au croisement 
normal {(2:1, ... , Zn) G V^\ziZ2 • • • 2;„ = 0}, le carquois Qn est un 
hypercube de dimension n avec 2 flèches sur chacune des arrêtes. 

- Pour X = muni de la stratification S' donnée par trois droites, 
Di, D2 et en position générique 

le carquois Qs' est le suivant : 




- Pour X — ¥i muni de la stratification S suivante : 

S<i) = {[x : y]\ X 0,y 0}, 

Si = {[x:0] \x^0}, S2 = {[0:y]\yy^0}, 
le carquois Qp^ est le suivant : 




- Pour X = ¥2 stratifié par l'action du tore, ie la stratification 
associée k {[zi : Z2 : z^] G P21 2:1 2:2 2:3 = 0}, le carquois est le 
même que Qs'- 

DÉFINITION 1.3. Une représentation d'un carquois Q est la donnée 

- pour tout sommet Sa de Q d'un espace vectoriel Ma de dimension 
finie 

- pour toute arrête a G Arr{sa, sp), d'une application linéaire : 
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DÉFINITION 1.4. Soient R = ({K}, {MJ) et T = ({E^}, {M^}) 
(iewa; représentations d'un même carquois Q, un morphisme f de R dans 
T est la donnée pour tout sommet s a de Q d'un ensemble d'applications 
linéaires : 

fa'- E'^ 

telles que, pour toute arrête a G Arr^Sa-, sp), le diagramme suivant 
commute : 



E^ 



EL 



Ma 



M' 



e^JUe', 

L'ensemble des représentations d'un carquois muni des morphismes est 
une catégorie abélienne. Pour un carquois Q donné, on notera R{Q) 
cette catégorie. 



2. Faisceaux pervers 

Dans ce paragraphe nous rappelons rapidement la définition de la 
catégorie des faisceaux pervers sur un espace stratifié de Thom-Mather. 
Pour plus de précisions le lecteur pourra se rapporter à ^ ou 

Soit X un espace de Thom-Mather, muni de la stratification S, pour 
les définitions d'espace de Thom-Mather le lecteur peut se reporter à 
[20] ou [16] . Nous ne définissons la catégorie de faisceaux pervers que 
pour la perversité moyenne, ainsi nous supposons que tous les espaces 
sont de dimension pair. 

Notons D^{Shx) la catégorie dérivée des complexes de faisceaux sur X 
dont la cohomologie est bornée. 

DÉFINITION 1.5. La catégorie Vervx des faisceaux pervers relative- 
ment à la stratification E est la sous-catégorie pleine de D^{Shx) dont 
les objets sont les complexes de faisceaux T* satisfaisant les conditions 
suivantes : 

- H^ii^J-'') est un système local de rang fini sur toute strate, 

- H^{i^]T') = pour tout k > liz^iHliM^ 

- H^^^^J^') = pour tout k < !lzÉ}^, 

pour toute strate et où ij:^ est l'injection Sj "-^ X . 

Notons que dans la littérature la convention suivante existe aussi : 
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- H^{i^]j^*) = pour tout k > _^ËH^^ 

- H^{ij,^J^') = pour tout k < 

Dans [7], A. Galligo, M. Granger, Ph Maisonobe, donne une formu- 
lation équivalente de ces conditions de perversité : 

Proposition 1.6. Un complexe de D^{Shx) à cohomologie contruc- 
tible relativement à S appartient à Vervs si et seulement si il vérifie 
les trois conditions suivantes : 

-Vï^{0,l,---,f}/iH-^) = 

- le support du faisceau K'^J^) est contenu dans : 

- le complexe (-RPe^-j Jf) Gst concentré en degré supérieur ou 
égal à j . 



3. 2-catégories, 2-Iimites 

Dans ce chapitre on rappelle la définition d'une 2-catégorie, d'un 2- 
foncteur et d'une 2-transformation. Puis on donne la définition d'une 2- 
limite projective et inductive. Dans la littérature ce que nous nommons 
2-foncteur est souvent appelé pseudo-foncteur, notamment dans [2J. De 
même, les 2-limites sont souvent définies à partir d'un 2-foncteur qui 
a pour 2-catégorie source une simple catégorie. Nous donnons ici la 
définition plus générale à partir d'un 2-foncteur qui a pour source et 
pour but une 2-catégorie. Ce chapitre s'inspire largement du chapitre 
7 de |2j et de l'annexe de l'article [23] . L'article [19j est aussi une 
référence standard. 

Définition 1.7. Une 2-catégorie est la donnée : 

- d'une classe d'objets : A, B, . . . 

- d'une classe de 1-morphismes que nous appelons Joncteurs : 

- d'une classe de 2-morphismes que nous appelons morphismes de 



Joncteurs : ^ ' 



B 



satisfaisant les axiomes suivants : 
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Si ^ et "if sont deux 1-morphismes : 
I 

alors la composition : 



A 



existe et est associative. 

Si a et (5 sont deux 2-morphismes 









/3 



B 



alors la composée 



(3oa 



B 



est définie et est associative. On appel cette composée, composée 

verticale. 

Si a et (3 sont deux 2-morphismes : 



alors la composée 



B 



_C 



c 



est définie et associative. On l'appel la composée horizontale. 
Si a, a' , P et (3' sont quatre 2-morphismes : 



A 



•> 


a 






a' 


>- 





/3 






/3' 


s- 



C 



alors on a l'égalité : 

{(5' o /3) • {a' o a) = • a') o {(5 • a) 
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• Pour tout objet A il existe un 1-morphisme ^ tel que 

pour tout 1-morphisme ^ ^ g on ait l'égalité : 

^Ma = $ = Ids^ 

et pour tout 1-morphisme ^ ^ g il existe un 2-morphisme 
$ "^^*> $ tel que : 

a o Id^ — ^ — Id^ o a 
Id\^ • Id<^ = Idq/^ 

Remarque. 

Si 21 est une 2-catégorie et A et B sont deux objets de 21, alors les 
1-morphisme de 21 entre A et B et les 2-morphismes de 21 entre de tels 
1-morphismes forment une catégorie notée 2l( A, B) . 
Exemples 

- La catégorie Cat est une 2-catégorie dont les objets sont les pe- 
tites catégories, les 1-morphismes les foncteurs et les 2-morphismes 
les transformations naturelles. 

- Toute catégorie C peut être vu comme une 2-catégorie notée C : 

Les objets de C sont ceux de C. 
C { Les 1-morphismes de C sont les flèches de C. 

Les 2-morphismes de C sont les identités. Idf : f > f . 

DÉFINITION 1.8. Étant donné deux 2-catégories 21 et 05, un 2- 
foncteur f : 21 ^ ^ est donné par : 

- pour tout objet A de 21, un objet f(A) de 03, 

- pour tout 2-morphisme $ : A — > B, un 2-morphisme de *B, 

f(*):f(A)^f(B), 

- pour toute transformation naturelle ^ " ^ de 21, une trans- 
formation naturelle de 03, ; ^(^(^"^ ^^""^ ^ . ^(^^^^ , 

- pour tout objet A de 21, un 1-isomorphisme fA 
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pour tout couple de 1-morphismes A ^ ^ D ^ C ™ 
2-isomorphisme f (^', 0) de 03 : 



f(*)f{*) 



f(A) 



K*,*) f(C) , 



qui vérifient les conditions suivantes : 

• f{Id,s,) = Idf(^^). 

• Le diagramme suivant commute : 



Ke,*)./d, 



f(») 



Mf(e)»f(*,*) 



f(e)f(*$) 



• Si a et (5 sont deux transformations naturelles : 









/3 



B 



a/orsf(/3oQ;) =f(/3)of(a). 

Si a et (5 sont deux transformations naturelles : 



fSoa 



alors le diagramme suivant commute : 

fWf($) JttUf(vf')f(*') 



f(*,$) 



f(/3.a) 



f{*',*') 
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Si^ : X- 
commute : 



1. DEFINITIONS ET NOTATIONS 

B est un 1-morphisme, alors le diagramme suivant 




f(</>,«B) 



KIdA,<t>) 



m = KidBO(p) = fi4>oidB) 



Remcirque. 

Pour tout couple (A, B) d'objets de 21 la donnée : 

- pour tout 1-morphisme $ du 1-morphisme f($), 

- pour tout 2-morphisme a du 2-morphisme f{a), 

est un foncteur de la catégorie 2l(A, B) dans la catégorie *B(f(A), f(B)) 
que l'on note fAB- 

On donne maintenant la définition d'une 2-transformation naturelle. 

DÉFINITION 1.9. Soient f:2t^^ eig:2t^^ deux 2-foncteurs 
entre les 2-catégories 21 et 05. Une 2-transformation naturelle a : f =^ g 
est donnée par : 

- pour tout objet A de ^ un 1-morphisme a a '■ f(A) 0(A), 

- pour tout 1-morphisme : A — > B un 2-isomorphisme : 



G(<p)oaA 



F{A) 



G(B) 



aBO-P(0) 



Ces données doivent de plus vérifiées les conditions suivantes : 
• Pour tout 2-morphisme : 



B 



le diagramme suivant commute : 

di4>) o «A «B o f(0) 



g(£)»Ida 



Ida„ •fie) 
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Pour tout objet A de ^ le diagramme suivant commute 

«A 




pour tout couple de 2-morphismes composahles : A — > B 
■0 : B ^ C; le diagramme suivant commute : 

mmc^A "'^'"''"'^ f(^)«B0(0) ^^^^ acmm 



Wac»fl(V"/>) 



f (V^0)aA — ^ ttC0(^0) 

On donne maintenant la définition d'une 2-limite. 



DÉFINITION 1.10. Soit 3 une 2-catégorie, et a : 3 ^ ^ un 2- 

foncteur. 

• Le système a admet une 2-limite si et seulement si il existe : 

- un objet de 5B noté 2 lim .^^ a{i) et 

- une 2-transformation naturelle notée a entre le 2-foncteur 
constant 21im a(i) et le 2-foncteur a, 

tel que pour tout objet 'B de ^ le fondeur : 

(cro) : Hom ^(2 lim a(i), B) Hom{a, B) 

est une équivalence de catégorie. 

• Le système a admet une 2-colimite si et seulement si : 

- un objet de 03 noté 2\mv.^^a{i) et 

- une 2-transformation naturelle notée g entre le 2-foncteur 
a et le 2-foncteur constant 2 lim^^^ o(î), 

tel que pour tout objet B cîe 05 /e fondeur : 

(ocr) : Hom^{2 lim a(i), B) Hom{a, B) 

est une équivalence de catégorie. 

C'est en fait la définition la plus générale de la 2-limite, mais dans la 
littérature le cas le plus souvent traité est celui oii a est un 2-foncteur de 
source une petite catégorie. Dans la suite nous n'utiliserons d'ailleurs 
la 2-limite que dans ce cas là. 

Considérons plus en détail la définition d'une 2-limite dans le cas oii 
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J est une petite catégorie. Soit 05 une 2-catégories et o : J ^ 05 un 
2-foncteur. Alors a admet une 2-limite si et seulement s'il existe : 

- un objet de 21im.^^a(i) ; 

- pour tout objet i de 3, un 2-morphisme 

TTj : 2 lim a{i) a(i) ; 

- et, pour tout morphisme de 3, s : i — > j, un l-morphisme, noté 

9s : 0(s) O TTj — >• TTj : 

2 lim. ^a(i) 




Ces données doivent vérifiées les conditions suivantes : 

• pour tout objet i de 3 le diagramme suivant commute 



TT,; 



a{Idi) o TTj 

• pour tout couple de morphismes composables s : i 
k, le diagramme suivant commute : 



a{t)a{s)ni 



a{t,s)»IdTr 



a{ts)Tri 



a{t)nj 



et 



j ett: j 



Ces conditions sont la traduction du fait que a soit une 2-transformation 
naturelle. Mais ces données doivent vérifiées les conditions suivantes, 
la première traduisant que (cro) est essentiellement surjective et la 
deuxième que (cro) est pleinement fidèle. 

- Pour tout objet B de ^ et toute transformation naturelle p : 
B — > o il existe un l-morphisme F : 

F :B — > 2 lim o(i) 
ie3 
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et pour tout objet i de 3 une 2-équivalence ipi : a^F — > tTj 
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21im. ^a(i) 



qui vérifient les relations de compatibilité suivantes 
c'est à dire que le diagramme suivant commute : 



a{s) o Pi 

(X{s) O TTj O F 



'Pj 



-^TTj o F 



Proposition 1.11. Soit 3 une petite catégorie et a : 3 ^ €at un 
2-foncteur, alors le système a admet une 2-limite et une 2-colimite. 

Nous ne démontrons pas cette proposition mais nous rappelons la 

définition explicite des catégories 2-colimite. 

La 2-colimite est la catégorie dont les objets sont donnés par : 

- pour tout objet ï de J un objet Xi de a(î), 

- pour tout morphisme s : i — > j de J un 1-isomorphisme de 03 : 



^\ : Xi 



a{s)X^ 



tels que les conditions suivantes soient respectées : 

• pour tout objet i de le diagramme suivant commute : 



<Idi){Xi) 
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pour deux morphismes composables s : i 
diagramme commute : 



k le 



X, ^a(s)(X,) 

a{tos){Xk)^a{s)a{t){Xk) 

Si {{Xj},{î9s}} et {{Xj'}, {-(9^}} sont deux objets de cette catégorie, 
les morphismes sont donnés par une famille de morphismes {(pi} tels 
que, pour tout morphisme s : i ^ j le diagramme suivant commute : 



<s){X,) 



Xi— ^a(s)(Xj) 



4. Champs 

Ce paragraphe est une brève introduction à la théorie des champs. 
Le début de ce texte suit le chapitre 3 de |10j . la suite s'inspire de |23] 
et |18] . Les démonstrations ne sont pas données, le lecteur pourra se 
reporter aux références citées. 

Soit X un espace topologique. Dans tout ce paragraphe, si f/j, Uj et Uk 
sont des ouverts de X, alors on note Uij et Uijk les ouverts : 

Uij = u^n Uj et Uijk = u^n Uj n Uk. 

DÉFINITION 1.12. Un préchamp £ sur un espace topologique X est 
la donnée 

- pour tout ouvert U de X , une catégorie ^{U) 

- pour toute inclusion d'ouverts V d U , un Joncteur que l'on ap- 
pelle Joncteur de restriction pvu '■ ^{U) ^{V), si Ui et U2 sont 
des ouverts de X , on note pu Ig Joncteur puiU2! 

- pour toute inclusion d'ouverts W G V G U un isomorphisme de 
Joncteurs Xwvu '■ Pwv ° Pvu Pwu, de même si Ui, U2 et U3 
sont des ouverts de X , on note A123 le morphisme \uxU2Uz- 

Ces données doivent de plus satisjaire les conditions suivantes : 
(ï) Puu = id<c(u), 
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(a) pour toute inclusion d'ouverts Ui G U2 <Z U3 G U4, le dia- 
gramme suivant est commutatif : 



P12 ° P23 o P34 

Al23»J(ip34 

Pl3 O P34 



/dpj2 •-^234 



PI2 ° P24 . 
A124 



A134 



Pu 



Si C et un préchamp sur X, F un objet de ^{X), 9 un morphisme de 
€{X) et [/ un ouvert de X, on note : 

F\u = PuxiF) et ^|[/ = p[/xW 

Remarque : La condition (ii) de la définition précédente assure que 
pour F,G E €{X) , la donnée de : 

Hom<c(u){F\u,G\u), 

pour tout ouvert U de X, est naturellement un préfaisceau d'ensemble 
sur X, on le note Hom(f{F, G). 

DÉFINITION 1.13. On dit qu'un préchamp € satisfait l'axiome STl, 
si pour tout ouvert U de X et pour tout F,G & ^{U), le préfaisceau 
T-Com^\^{F, G) est un faisceau sur U. 

DÉFINITION 1.14. On dit qu'un préchamp € satisfait l'axiome ST2 
si pour tout ouvert U G X , pour tout recouvrement ouvert U = IJje/ 
pour toute famille Fi G C{Ui), pour toute famille d'isomorphismes 9ji : 
Fi\uji Fj\uji tels que : 

il existe F e C{U) et une famille d'isomorphismes 9i : F\u. — ^ Fj telle 
que : 

9\ij o {9j\uij) = 9i\uij- 

DÉFINITION 1.15. Un champ est un préchamp satisfaisant les axiomes 
STl et ST2. 

Remarque : Si € est un champ et si F est défini comme dans l'axiome 
ST2, alors F est unique à isomorphisme près. En effet, si (F', 9'^) est 
un autre candidat, les isomorphismes ai : 9'^^ o 9i : — > F'\u^ se 
recollent en un isomorphisme a : F — ^ F' par STl. 

Théorème 1.16. La donnée, pour tout ouvert, de la catégorie des 
faisceaux pervers sur cet ouvert et la donnée, pour tout inclusion d'ou- 
verts, du foncteur usuel de restriction des faisceaux pervers est un 
champ. On le notera ^x- 
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Dem voir [T] 



DÉFINITION 1.17. Soient et €! deux préchamps sur X. Un jonc- 
teur de préchamps est donné par : 

(i) pour tout ouvert U d X, un joncteur (pu : €{U) — > €.'{U), 

(a) pour tout inclusion d'ouverts U G V G X , un isomorphisme 

de joncteurs Oyu '■ (pv ° Pvu p'vu ° ^u, t^l Que pour toute 
inclusion W G V G U , le diagramme suivant commute : 



4>w o Pwv ° Pvu 
p'wv °4>v° Pvu 



Pwv ° p'vu ° 'Pu- 



m o Pwu 



p'wu ° 'Pu 



Un foncteur de champs est un foncteur de préchamps entre les deux 
préchamps sous-jacents aux champs. 

DÉFINITION 1.18. Soient €, et deux préchamps sur X . Nous al- 
lons utiliser les mêmes notations que ci-dessus. Soit ip : ^ ^ et 
0' : C C deux joncteurs de préchamps. Un morphisme j : (p ^ cp' 
de joncteurs de champs est la donnée pour tout ouvert U d'un mor- 
phisme ju '■ (pu ^ (p'u joncteurs de €,{U) dans C{U), tels que pour 
tout inclusion V G U et pour tout F G ^{U), le diagramme suivant 
commute : 



(pvipvuF)) - 

8vu{F) 

p'yu{<PuF) - 



fviPvuF) 



p'vuUuF) 



MpvuF)) 
-Pvui<PuF) 



Ainsi, on a une notion d'équivalence de champs. On dit que deux 
champs € et C sont équivalents s'il existe deux foncteurs (p et (p' : 

(p: t — > €! 
0': £' — > <l 

et deux isomorphismes / et /' : 



/ : o 0' ~ Idd 
/ : 0' o ~ Id^i 

Remarque. 

Pour un espace topologique fixé, la donnée des champs sur X, des 
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foncteurs de champs sur X munis de la composition naturelle et des 
morphismes de foncteurs de champs munis des compositions verticales 
et horizontales naturelles forment une 2-catégorie. 

On définit maintenant la fibre d'un préchamp, €, en un point p de 
X. Considérons la catégorie, 1p{X) des voisinages de p. Le préchamp 
€ induit un 2-fonctcur ap : Tp{Xy — > CAT à valeur dans la catégorie 
des petites catégories. On pose 

€p^2hm €{U) = 2 lim ap(U) 

UBp UeTpiX) 

On peut donner une description explicite de cette catégorie. Les objets 
de Cp sont donnés par : 

Ob €p = {([/, A) I U est un voisinage de p et A e Obe{U)} 

Soit {U, A) et (V, B) deux objets de (£p. Alors 

Hom^{{U,A),{V,B)) = lim Home(w)iA\w, B\w) 

p€W(zunv 

En particulier on a la proposition suivante : 

Proposition 1.19. Soit € un préchamp sur X , p E X un point, 
U, V deux ouverts de X contenant p et A E Ob C{U), B E Ob €{V) 
deux objets. Alors A et B sont isomorphe dans €p si et seulement si ils 
sont isomorphes dans un voisinage ouvert de p. 

Si A e 06 ^{U) on note encore A son image dans €p et si / : A — > S 
est un morphisme dans C{U), on note fp son image dans €p. La raison 
de cette notation vient de la remarque suivante. 
Remarque : 

Considérons un faisceau d'anneau A et le champ A4od{A). Il faut 
prendre garde que le foncteur naturel suivant n'est pas une équivalence : 

Mod{A)p — > Mod(^p) 

car le morphisme 

7Yom^(^, Q)p — > Hom^j,(^p, Qp) 

n'est pas un isomorphisme en général. 

Proposition 1.20. Soit C un préchamp sur X. Il existe un champ 
€^ sur X et un foncteur de préchamps : C — > tel que pour tout 
foncteur de préchamps F : € ^ €' il existe un foncteur de champ 
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tel que le diagramme suivant soit commutatif : 

F 



ni 



De plus le Joncteur rj^ : (L ^ induit une équivalence de catégories 
sur les fibres en tout point de X. 

Corollaire 1.21. Soit <t un préchamp et F : €^ C un Joncteur 
à valeurs dans un champ. Si F est une équivalence sur les fibres alors 
F^ est une équivalence de champs. 

De même, si (t est un champ, €! est un préchamp et F : ^ ^ €! un 
Joncteur de préchamps qui induit des équivalences sur les fibres, alors 
le champ associé au préchamp €' est équivalent au champ C 

Lemme 1.22. Les Joncteurs entre deux champs donnés Jorment un 
champ. 

On peut maintenant définir l'image directe et l'image inverse d'un 
champ. Soit X et y deux espaces topologiques et J : X ^ Y une 
fonction continue. 

DÉFINITION 1.23. (i) Soit (£ un champ sur Y. L'image directe de 
€ par J , notée est le champ donné par : 

- pour tout ouvert U de Y, la catégorie €{J~^{U)), 

- pour toute inclusion d'ouverts U <ZV , le Joncteur de restriction 
Pf-Hu)f-^v), 

- pour toute inclusion U G V C. W , l'isomorphisme de Joncteur 

(a) Soit <L un champ sur X. L'image inverse de €. par J , notée 
J~^{€) est le champ associé au pré-champ donné par : 

- pour tout ouvert U de X, la catégorie : 

2 limC'(y) 

ucy 

- pour toute inclusion de deux ouverts de X, le Joncteur de restric- 
tion donné par la propriété universelle de la 2-limite, 

- pour toute inclusion de trois ouverts, l'isomorphisme donné par 
la propriété universelle. 

Proposition 1.24. Les 2-Joncteurs 

J, : etx ety J-' : ety etx 

sont 2-adjoints, /* étant le 2-adjoint à droite de J~^ . 
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De plus si g : Y ^ Z est une autre application continue on a les 
équivalences naturelles de 2-foncteurs : 

9*0 f*^ {go f)* r^og'^^igof)'^ 

Lemme 1.25. Si f est une injection, alors le Joncteur naturel s 
d'adjonction : 

e : /- V* Id 

est une équivalence. 

Comme pour les faisceaux, on peut recoller les champs sur un re- 
couvrement d'ouverts. Soit {Ui}i^i un recouvrement d'ouverts de X. 
On note ((îj, F^j, 9kji) les données suivantes : 

- pour tout Ui un champ Cj, 

- pour tout couple (j, i) une équivalence de champ sur Uij : 

- pour tout triplet {i,j, k) un isomorphisme de foncteurs sur Uijk : 

^kji ■ Fkj O Fji ^ Fki 

tels que les diagrammes suivants commutent : 

Fik o Fkj o Fji ^ Fij o Fji 



Fik o Fki ^ Fki 

Lemme 1.26. Supposons que la famille {€i, Fji,dkji) soit donnée, 
alors il existe un champ (t sur X , des équivalences de champs Fi : 
€ \ui—^ et des isomorphismes de foncteurs : 9ij : ^ Fi o Ff^ 
vérifiant : OikoOijk — OijoOjk- De plus, la donnée {C,Fi, 6ij) est unique à 
équivalence de champ près, cette équivalence est unique à isomorphisme 
près. 

DÉMONSTRATION. On peut définir le champ ^ comme une 2-limite 
projective. En pratique, pour un ouvert U de X, ses sections sont 
données par une famille {{'S'ilie/) {â'îi}(î,i)e/2} avec Si G ^^(C/ fl Ui) 

et 011 les Qij sont des isomorphismes Çij : Si\uriUij ~^ Sj\uriUij, tels que 
pour tout triplet {i,j, k) le diagramme suivant commute : 




□ 
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Soit j : W ^ X l'inclusion d'un sous-ensemble quelconque W de X 
muni de la topologie induite; on notera (t \w= et T{W,(t) = 

r{W, (î \w)- On a la proposition suivante : 

Proposition 1.27. Soit € un champ sur X et Z un fermé admet- 
tant une base de voisinage paracompact, le Joncteur canonique suivant 
est une équivalence : 

^ : 2 lim V{UX) ^ r(Z, 

OÙ U décrit les voisinages ouverts de W . 

DÉMONSTRATION. Cette démonstration est une adaptation de la 
démonstration, dans le cas des faisceaux, donnée dans [H] et [?]. 
Rappelons tout d'abord qu'un espace paracompact est un espace séparé 
tel que pour tout recouvrement d'ouverts {Ui}i^i de X il existe un 
sous-recouvrement {Vj}j^j localement fini. Si {Ui}i^i est localement 
fini alors il existe un recouvrement {Vi}i<zi tel que Vi C Ui pour 
tout i. Un fermé d'un espace paracompact est paracompact. Un es- 
pace métrisable est paracompact, de même qu'un espace localement 
compact dénombrable à l'infini. 

est pleinement fidèle par la version faisceautique de cette proposi- 
tion. 

Montrons que est essentiellement surjectif. Soit S une section de 
T{Z, €). Par définition de la fibre en un point d'un champ, on sait que 
pour tout X & Z il existe un voisinage ouvert Ux de x, une section Su^ 
de C{Ux) et un isomorphisme $(7^ : 

^f/x '■ Suju^nz — ^ S\u^nz 

Quitte à restreindre les ouverts Ux, on peut supposer que IJxez est 
un ouvert paracompact et donc qu'il existe sous recouvrement {Ui}i^i 
localement fini, des sections Si G (£(f/î) et des isomorphismes <î>i : 

'■ SiluiHZ — ^ S\uinz 

On peut alors trouver une famille {Vi}jg/ telle que Vi C Ui. La fa- 
mille {Vi} est localement fini et Vi D Z. Soit x G [jVi, on note I{x) 
l'ensemble I{x) = {z G I\x G Vi}, considérons alors W l'ensemble des 
X E [JVi tels que pour tout couple de /(x)^ il existe un isomor- 
phisme ^ijx défini sur un voisinage ouvert Wx de x : 

^ijx '■ Si\w^ — > Sj\w^ 
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tel que pour tout triplet {i,j,k) G I{x)^ le diagramme suivant com- 
mute : 

'Ji\Wx ^ 'JjlWx 





et tels que si y G H Z on ait : 

L'ensemble W est ouvert puisque si y E Wx alors y E W. 
L'ensemble W contient Z. En effet si x G Z et G P{x) la com- 
posée ^ijx = o <î)j 3, est bien un isomorpliisme donc il existe un 
voisinage ouvert, de x et un isomorphisme ^ij,Wx '■ Si\w^ — > Sj\w^ 
, de plus pour k G I{x) on a bien o ^^j^ = ^ikx, donc quitte à 
restreindre un nombre fini de fois Wx on a bien les relations de com- 
mutations demandées. 

Construisons maintenant l'ensemble de données qui va permettre de 
définir une section dans le champ 

Soient G /, l' isomorpliisme = ^i\v,nv,nz o ^J'^\v,nv,nz appar- 

tient à 'HomVijnz{Si\z, Sj\z) ainsi d'après la version faisccautique de 
cette proposition il existe un voisinage ouvert, Tij, de ViCiVj H Z , et un 
isomorpliisme : Silxij — > -5^1^.^. On considère alors le recouvrement 
ouverts (J^,; ^-,^^2 T^j fl Vi H W et la donnée suivante : 

- pour tout ouvert Tij fl fl W, la section Silxi^riVinw , 

- pour toute intersection T^j n n T^; fl n W, l'isomorpliisme 

Comme tout se passe dans W les relations de commutations sont vérifiées. 
Ainsi comme € est un champ, il existe une section S' G €((J TijnVidW) 
tel que sa restriction à Z soit isomorphe à S*. □ 

DÉFINITION L28. Soit C une catégorie, on note €c le préchamp 
constant qui à tout ouvert U de X associe C. On note Ce le champ 
constant, c 'est le champ associé au préchamp Ce ■ 
On dit qu 'un champ, € est localement constant s 'il existe un recouvre- 
ment d'ouverts {Ui}içi de X, tel que la restriction de € à chaque Ui 
soit constant. 

Proposition L29. SoitC une catégorie complète (qui admet toutes 
les petites limites) et X un espace localement connexe. On note 2{C) 
le champ des faisceaux localement constants à valeurs dans C. Alors il 
existe une équivalence naturelle de champs : 

Cc^m- 
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Si C est une catégorie et X un espace topologique, on note 
Rep{'Ki {X) , C) la catégorie dont les objets sont les foncteurs du groupoïde 
ni(X) à valeurs dans la catégorie C et dont les morphismcs sont les 
transformations naturelles entre les foncteurs. Autrement dit, si l'on 
se fixe un point base de X et un système de générateurs 71, . . . , 7„ de 
7ri(X), la catégorie Rep{Tïi{X),C) est équivalente à la catégorie dont 
les objets de sont les familles 

(A,mi,...,m„) 

011 A est un objet de C et (mi, . . . , m„) sont des automorphismes de A 

vérifiant les même relations que 71, . . . , 7„ et dont les morphismes entre 
de tels objets (A, mi, . . . , m„) et (A', m[, . . . , m^) sont les morphismes 
entre A et A' qui commutent aux mj. 

Corollaire 1.30. Le champ constant est équivalent au champ 
défini par : 

- pour tout ouvert U la catégorie Rep{Tri{U) , C) , 

- pour tout couple d'ouverts {V C U) le Joncteur oubli : 

Rep{m{U),C) ^ Rep{7ri{V),C), 

- pour toute inclusion d'ouverts W G V G U l'identité. 



CHAPITRE 2 



Recollements de faisceaux et de faisceaux pervers 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à deux problèmes indépen- 
dants de recollement de faisceaux sur un espace stratifié. 

Dans un premier temps, nous décrivons la catégorie des faisceaux 
sur X à partir de données sur les strates. Ce résultat nous est très utile 
dans le chapitre 3. 

Dans la deuxième partie nous nous intéressons à un problème de 
reconstruction explicite de faisceaux pervers à partir de données sur la 
plus petite strate et sur le complémentaire de celle-ci. C'est une variante 
d'un théorème de MacPherson et Vilonen, démontré dans fl3|, qui 
s'inspire des techniques utilisées dans [7]. Ce résultat n'est pas utilisé 
dans la suite de la thèse. 



1. Faisceaux sur un espace stratifié 

Le but de ce paragraphe est de donner une description de la catégorie 
Shx des faisceaux sur un espace stratifié X. Nous démontrons l'équi- 
valence entre Shx et une catégorie dont les objets sont donnés par un 
faisceau sur chaque strate et des données de recollement formées par des 
morphismes de faisceaux. C'est ce que nous formalisons ici. L'énoncé 
et la démonstration principale de ce paragraphe sont volontairement 
formels et pourraient paraître plus lourds que nécessaire. L'intérêt de 
cette approche est que nous envisageons une généralisation de cette 
proposition aux cas des champs et une démonstration assez formelle 
peut facilement être adaptée à ce langage. 

Commençons par le cas oii la stratification de l'espace topologique X 
n'est formée que de deux strates. L'une est ouverte on la note U et 
l'autre est fermée on la note Z. On note i et j leur inclusion dans X : 

j : U ^ X 
i: Z ^ X 
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Dans ce cas on a le carré cartésien : 

T ^ 

donc la donnée d'un faisceau équivaut à la donnée du triplet : 

(^U,^|[/,/) 

011 / est un morphisme de faisceau : 

f ■.T\z — > i'^j*^\u 
Ce morphisme est la donnée de recollement. 

Soit maintenant X un espace topologique muni d'une stratification 
E. On note Shx la catégorie des faisceaux sur X, la réunion des 
strates de dimension k, l'injection de Sk dans X : 

ik '■ Sk ^ X 

et r]k le morphisme d'adjonction : 

■ ik^ik* — Id. 

Dans ce cas il faut coder les conditions de recollement pour tout couple 
{Sk, Si) tel que Sk C Si c'est à dire tel que k < l. 

DÉFINITION 2.1. Soit Sj: la catégorie dont 
• les objets sont les familles {{3'k}k<n, {fki}i<k<n) où 
- est un faisceau sur Sk, 

^ flk est, pour tout couple {k, ï) tel que k < l, un morphisme 
flk '■ ^k — ^ "iu^i \sk que le diagramme suivant commute 
pour tout triplet k, l, m vérifiant k < l < m : 



flk 



fmk 

(^m*9^m) \Sk 



\sk 

in* fml)\s^. 
{ilifil im*^rn) \Sk 



où le morphisme du bas est le morphisme naturel. 

les morphismes entre deux objets {{3^k}, {fki}) {{^k}, {Ski}) 
sont donnés par, pour tout Sk, un morphisme de faisceaux 
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4>k '■ '3^k ^ Gk tels que pour tous k < l le diagramme suivant 
commute : 

3^ k ^ Gk 

flk 9kl 

{ïi^S'i) \s^ ^ {H*y)Sk 

Notons que dans le cas de deux strates les objets de Ss sont bien 
les triplets {J^z, ^u, /)• 

Définissons un foncteur de la catégorie Shx dans la catégorie S-^. 

DÉFINITION 2.2. On note le foncteur de Shx dans <Ss défini 
par : 

Rt. '■ Shx — ^ Sy. 

^ ' ^ {{^ \Sk]k<n-,{lkl]k<l<n) 

(f): J^^Ç \ > {{(f) \sk}k<n) 

où les morphismes fik sont les morphismes d'adjonction suivant : 

Vkl '■ ^ \Sk ^ ^'1*^1 \s-k 

Les morphismes /^^ étant issus d'une transformation naturelle, ils 
vérifient bien les conditions de commutation. 

Définissons maintenant le foncteur quasi-inverse de la catégorie <Ss 
dans la catégorie Shx- 

Notons que si T est un faisceau sur X un section s G Tiy^ est 
déterminée de manière unique par une famille {silig/ oii Sj appartient 
à T\siiy n compatibles avec les morphismes de recollement. For- 
mellement T est limite projective d'un système : 

T — lim.F|g. 

oii le système projectif tient compte des morphismes de recollement. 
Précisons ce système projectif. 

DÉFINITION 2.3. Soit J la catégorie 

- dont les objets sont les singletons {k} avec k < n et les couples 
{k, l) avec k < l < n, 

- dont les morphismes entre deux objets est donné par : 

Hom{i,i) — {*} pour tout objet i de 3 

Homl{k,l),k) = {*} 
Hom{{k,l),l) = {*} 
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Pour définir un système projcctif dans Shx il reste à définir un 
foncteur contravariant de J dans Shx- Soit 3^ — ({9^^}, {fik}) un objet 
de 5s- 

A tout objet de J on associe : 

J{k, l) = ikJk^ii*3^i pour (A;, /) G J 
3^(0 = "^1*^1 pour {k} e I 

A tout morphisme {k, l) ^ k avec k < l on associe les morphismes fik, 
et aux morphismes {k,l) — > (/) on associe les morphismes rjki donnés 
par l'adjonction : 

Vki '■ ii*3i — ik*ik^ii*^i 

DÉFINITION 2.4. On définit l'image de 3^ par Qs comme la limite 
projective du système 3^{k, l) : 

Soient maintenant 5"' = ({9^^}, {f[k}) deuxième objet de 5s et 
4> = {(pk} '■ 3^ ^ 3^' un morphisme entre ces objets. Les (f>k forment alors 
un morphisme entre les systèmes 3{k,l) et 3'{k,l). La propriété uni- 
verselle que vérifie la limite projective définit un morphisme de (5e(5') 
dans Q-e{3'), c'est le morphisme image de 4> par Qn- 

Remarque. 

On peut donner une expression explicite de la limite projective. L'image 
de 3 par Q-^ est alors donnée par : 

- pour tout ouvert U de X, 

Qj:{3){U) = {(si, ■■■ ,Sn),Sie3'{Ur\ SMk{sk) = Vki{si)} 

- pour tout inclusion d'ouverts V G U, le morphisme produit 
PvnSi X ... X punSn ■ 

Théorème 2.5. Les catégories Shx et Ss sont équivalentes et les 
Joncteurs Qs et sont quasi-inverses l'un de l'autre. 

DÉMONSTRATION. Rappelons tout d'abord que les hmites projec- 
tivcs finies commutent à la restriction. Ainsi, si = ({^^fe}? {fik}) est 
un objet de Shx, on a l'isomorphisme canonique : 

ij^ lim J^{k, ï) ~ lim i~^T{k, ï) 
Et si on note tt^; la projection de lim3'(m, n) sur l) : 

TTw : lim5'(m, n) — > 3^{k,l), 
et TTj la projection naturelle : 

TTj : ]hnij^3{m,n) — ^ ij^3{j), 
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on a le diagramme commutatif : 

ij^ \unj-'{k, l) 9- limi~^jF(A;, /) 




Pour démontrer le théorème 12 . 51 nous définissons deux isomorphismes 
de foncteurs : 

Rt,°Qt. — ^ Idshx 
Ids^ — ^ Qt.°Rt. 

Chacun de ces isomorphismes est défini par des morphismes donnés 
par la propriété universelle de la limite projective. Pour démontrer 
que ces morphismes sont bien des isomorphismes, nous nous appuyons 
essentiellement sur le fait la composée suivante : 

ipj : limiJ^J^(/, k) iJ^ij^J^j — ^ JF^- 
est un isomoprhisme. 

Définissons l'inverse du morphisme i/jj. Par définition de la limite pro- 
jective il faut se donner une famille de morphismes de dans l). 
Mais notons que : 

ij^3^{k) = pour k < j 
iJ^S'ik, l) = pour k<l<j 

et que comme ij est une injection le morphisme ej : ij^ij* — > Id 
est un iso morphisme. Considérons alors la famille de morphismes : 

< = fkj : ij^ik*3'k = iJ^S'ik) pour j < k 

(pf'''^ = ij^rjki o fij : — > iJ^iuS'i iJ^ikJk^iuS'i pour j < k < l 
Lemme 2.6. Cette famille définit un unique morphisme, noté (pj 
(pj : — > \\mi^^3^{a) 

tel que i^ki ° 4>j = 4>l^'''^ ■ 

Ce morphisme est un isomorphisme et son inverse est la composée : 
ipj : {lim ij^ 3^ {k,l)) ij^ij^3^j 
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g-j. |g système projectif. Pour les flèches de (k, l) (l) cela est 
vrai par construction. Pour les flèches {k, l) k, telles que A; > j, cela 
résulte directement de la déflnition d'un objet de Sh^. Reste à vérifler 
la compatibilité pour les flèches (j, /) — > {j}. Le diagramme suivant 
commute, car Sj est une transformation naturelle : 



DÉMONSTRATION. Il s'agit de vérifler la compatibilité entre les 



fij 



ij*flj 



Donc Ej o ij ^ij^fij = fij o Ej, en composant par ^r]j à gauche et {sj) ^ 
à droite on trouve 

car ij^rjj^. — Id. Ce qui démontre la compatibilité et on obtient par 
la propriété universelle de la limite projective. 

Montrons que tjjj est l'inverse de 4>j. 
On a, par construction, tt^ o 0^- = ; donc o 0^ — Id. 

Reste à voir que 4>3 o 4'j = Id. Par propriété universelle cela revient à 



démontrer que n^i 
Pour {j} G X, on a, par construction, TTj o (pj = ; donc : 

TTj- O (f)j O ijjj = (Ej)-^ O Ej O TTj = TTj 



Pour J < A; < Z et Z > J, on a le diagramme commutatif suivant 





Le triangle de droite est commutatif par déflnition des projections d'une 
limite projective et le triangle du milieu est commutatif par déflnition 
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de On a ainsi les égalités : 

iTki o ipj o (f)j = i'^rjki o fij o 

Or, d'une part, le diagramme suivant est commutatif : 



'^11 



■ •-! ■ qr 



et, d'autre part, Sj o i^. ^rij = Id. On a donc, pour / > j, 

fij ° = ^i/- 

Ainsi d'une part on a : 

T^ll O 0j O Ipj = fij O O Tlj = nu 

et d'autre part en composant par ij^r]ki on obtient : 

TTkl O O = TTkl 



□ 



Revenons à la démonstration du théorème | 
Montons que -Rs o est isomorphe à l'identité. On garde les mêmes 
notations que ci-dessus, ainsi 5" = {{3^k}, {fik}) est un objet de Sj^. 
Le lemme 12.61 définit un isomorphisme (pj entre 3^j et la restriction de 

(Pj : ^ Rj:Qj:{3^) |5, 
Il reste donc à identifier les morphismes ij^rjk '■ 
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aux morphismes fkj- Il s'agit donc de montrer que le diagramme suivant 
commute : 



ij UkJ^.^ lim 3^ {k,l) 



i7MimJ(A;,0 



lim ij ^3^{k, l) ^ — limi^- Uk*ik^3^{k, l) 



j 

i'j 



3^- 



fkj 



Le carré du haut commute par définition des morphismes d'adjonction. 
Et comme (pj est l'inverse de ipj il suffit donc de démontrer l'égalité : 

i]^ik*i>k o i^^Vk o = fkj 
Or on a le diagramme commutatif suivant : 

limij^5'(/, m) — ^\\mi'J^ikJ'^^T{l, m) 




Vk 



ik*3' 



fkj 

En effet les triangles commutent par définition de (pj et de ipk- Le carré 
du haut commute par définition de la limite projective et le carré du 
bas car i~^ik*£k ° iJ^Vk — Id- On ^ donc bien l'égalité cherchée. 

Montrons maintenant que Qe o Rt, est isomorphe à l'identité. 
Soit un faisceau sur X. On rappelle que d'après la définition de i?s, 
on a 

M^) = {{^k'^},{riM}) 
ovl Tjki sont les morphismes : 

Vki ■■ ik^^ — ^ i^^iuiî'^T 
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Notons que, pour tout {k,l), le diagramme suivant est commutatif . 




■—1 ■ ■— i 



-1 . 



r\kl 



Ainsi d'après la propriété universelle, il existe un unique morphisme 
tel que le diagramme commute. Considérons sa restriction à S y Comme 
la restriction commute aux limites projectives finies on a en particulier 
le diagramme commutatif suivant : 




Or %■ ^rij est un isomorphisme d'inverse Ej de plus 



7r 



est aussi un isomorphisme. Ce qui démontre que la restriction de à 
chacune des strates est un isomorphisme. □ 

2. Recollements de faisceaux pervers 

Soit X un espace topologique de Thom-Mather muni de la stratifi- 
cation S (pour les définitions voir [20j ou [16]). Chaque strate Sj est 
munie d'un voisinage tubulaire Tj, d'une projection vr^ : Tj — > qui 
est une fibration localement triviale et d'une fonction pi mesurant la 
distance à la strate Sj. On définit le link L d'une strate Sj comme suit : 

L= [x e Ti\pi{x) = e{7ii{x))} 

où e : T,i a est une fonction définie positive assez petite. 
On note la strate de dimension d minimal. 

Soit Vervx la catégorie des faisceaux pervers sur X relativement à 
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la stratification S et Vervxo la catégorie des faisceaux pervers sur 
Xq = X\So relativement à la stratification S\So. Dans ce chapitre 
nous notons i et j les injections : 

i: Xo ^ X 
j: ^0 ^ X 

On note L^o la catégorie des faisceaux localement constants sur Sq. 

Nous allons reprendre un résultat démontré par MacPherson et 
Vilonen dans [13j. Dans cet article ils répondent à la question sui- 
vante : Si JF est un faisceau pervers sur X quelles données, en plus de 
J-'\xo: sont nécessaires pour pouvoir reconstruire JF? Autrement dit, 
quelles données doit on ajouter à la catégorie Vervxo pour qu'elle soit 
équivalente à la catégorie Vervx ? 

Pour cela, ils introduisent la notion de fermé pervers. Puis ils définissent 
une catégorie V dont les objets sont les quadruplets (H, H,u,v) où H 
est un faisceau pervers sur Xq, H est un faisceau localement constant 
sur Eq et m et f sont des morphismes de faisceaux qui vérifient la rela- 
tion suivante : 

F{n) — - G{n) 




H 



où F et G sont des foncteurs de la catégorie Vervxo à valeurs dans la 
catégorie XLeq dépendant d'un fermé pervers et T est une transforma- 
tion naturelle entre eux. Enfin ils démontrent que V est équivalente à 
la catégorie Vervx mais ils ne définissent par directement de couple de 
foncteurs quasi-inverse l'un de l'autre. 

Après avoir rappelé brièvement ces résultats, nous nous proposons 
de donner une définition différente d'un fermé pervers dans le but 
définir une catégorie V similaire à la catégorie V et deux foncteurs 
quasi-inverses l'un de l'autre entre ces deux catégories. 

2.1. Rappel des résultats des MacPherson et Vilonen. 

Dans un premier temps MacPherson et Vilonen construisent une ca- 
tégorie C{F,G,T) à partir de la donnée de deux catégorie ^ et S de 
deux foncteurs, F et G, de A dans B et dune transformation naturelle, 
T, de F dans G. 

DÉFINITION 2.7. Soit C{F,G,T) la catégorie 
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dont les objets sont les familles {A, B,m,n) où A E A, B E B 
et m et n sont des morphismes tels que le diagramme suivant 
commute : 

FA ^GA 



B 

et dont les morphismes sont les couples (a, h) G M.or{A)xM.cn-{B) 
tels que le diagramme suivant commute : 



FA 



Ta 



G A 



Fa 




Ga 




Puis ils démontrent la proposition suivante : 

Proposition 2.8. Si A et B sont abéliennes, si F est exact à droite 
et si G est exact à gauche alors la catégorie C{F, G, T) est abélienne. 

Ils utilisent cette construction pour définir la catégorie équivalente 
à la catégorie des faisceaux pervers. Ils introduisent alors la notion de 
fermé pervers. 

On note L le link de la strate Eq. 

DÉFINITION 2.9. Soit JC un fermé de h, on note £ l'ouvert complé- 
mentaire dans L. Le fermé K, est dit pervers si pour tout faisceau per- 
vers T e VervxQ on a 

- {R^TiQ^Tjc) =0 \/k>n-d 

- (iî^'TTo^J^^) = yk<n-d 

Si /C est un fermé pervers notons que les foncteurs suivants, à valeur 
dans la catégorie des faisceaux localement constants sur Eq : 

F : Vervxo — ^ ^So 
G : Vervxo — > 



sont respectivement exacts à gauche et à droite. 
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DÉFINITION 2.10. Soit V la catégorie C{F,G,T) défime avec 
A — Vervxo, B — Cy,q, F et G les Joncteurs définis ci-dessus et T 
la transformation naturelle : 

Théorème 2.11. La catégorie V est équivalente à la catégorie 
Vervx ■ 

Pour démontrer ce théorème MacPherson et Vilonen définissent un 
foncteur 

Vervx — >C{F,G,T). 
Ils montrent que c'est une équivalence de catégorie en introduisant 
une troisième catégorie et deux autres foncteurs. Dans le paragraphe 
suivant, on se propose de définir une nouvelle catégorie C{F',G',T') 
équivalente à la catégorie Vervx et de le démontrer en définissant deux 
foncteurs quasi-inverses l'un de l'autre. 

Définition de la catégorie V' et des foncteurs quasi-inverses. 

Pour définir la catégorie V' nous avons besoin d'une définition différente 
d'un fermé pervers. 

DÉFINITION 2.12. Soit K, un fermé de X, on note L son ouvert 
complémentaire. Le fermé K est dit pervers si pour tout faisceau pervers 
T e Vervxo on a 

-yk<n-d, R'TicRi*^ = 

-yk>n-d, R^Vf^Ri^T = 

Dans tout ce qui suit on fixe KL un fermé pervers et L son complémentaire. 
On peut alors définir la catégorie V' . 

DÉFINITION 2.13. On note V est la catégorie C{F\G',T') où F' 
et G' sont les foncteurs : 

F' : Vervxo — > ^Eo 

jr ^ {R^-d-^TcRi.J'h, 

G' Vervxo — > '^^So 

jF ^ (R^-'TicRi.J'ho 

et T' est la transformation naturelle donnée, pour T G Vervxo , po-f le 
morphisme naturel : 

{R^-^-^VcRi.J'h, {R^-^V^Ri,r)^, 

Les deux lemmes suivants seront très utiles dans la suite : 

Lemme 2.14. Si K, est un fermé pervers alors £ fl Sq = 0. 
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DÉMONSTRATION. Supposons qu'il existe un fermé pervers /C tel 
que £ n Sq 7^ 0. Le complexe C^ol—n + d\, oii Cs^ est le faisceau 
supporté par Sq et constant sur Sq de fibre C, est un faisceau pervers. 
Or si X appartient à £ H Sq on a : 

d'oir la contradiction. □ 
Lemme 2.15. Pour tout faisceau pervers T G Vervx '■ 

DÉMONSTRATION. Pour démontrer ce lemme il suffit de montrer 
que R'^Tic^ est nul pour k strictement supérieur a n — d. Considérons 
le triangle distingué suivant : 

RT,cJ^ — — > RTi^J' 

D'après les conditions de perversité JF est nul en degrés supérieur à 
n — d, la définition d'un fermé pervers assure que RT )iJ^ est nul en 
degré supérieur à n — c? — 1, ainsi la suite exacte longue associée au 
triangle distingué est la suivante : 

f^n-d^jr^ ^ ^ R^'-'^+^V^J' ^0^0^ i?"-^+2r^jr ^ ^ 

Ce qui montre que l'on a bien : 

RViçJ^ ^ R''-'^V^T[-n + d] 

□ 

Définissons le foncteur v de la catégorie Vervx dans V. Soit 
un faisceau pervers sur X. Notons tout d'abord que ce diagramme, oii 
chacune des fièches est un morphisme naturel, est commutatif : 

RV^Ri,i-^J^ RV^RiJ-^r[+l\ 



RTlJ" RTKn+^] 

De plus, d'après le lemme EHH l'intersection £. flXo est égale à C donc 
le morphisme naturel suivant est un isomorphisme : 

Ainsi, si l'on pose F = {R^^'^T jcJ^)^.^ et u et v respectivement les 
restrictions en Eq des morphismes : 

U : R'^-'^-^TcRiJ-^J^''-^ R^'-'^-^Ti^J' — > R^'Vk.T 
V : R^-'^T^J' — > R^'-'^T^RUr^J^ 
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le quadruplet {i~^J-',F,u,v) est bien un objet de V'. De plus chacune 
des opérations est bien fonctorielle. 

DÉFINITION 2.16. On note v le fondeur de la catégorie Vervx 
dans V' qui à un faisceau pervers T associe le quadruplet {i^^J-, F, u, v) 
défini ci- dessus. 

Définissons un foncteur, noté /i, de la catégorie V dans la catégorie 

dérivée des faisceaux. 

Soit {G, G, u, v) un objet de V. Cette donnée va nous permettre, grâce 
à la première partie, de définir un faisceau B supporté par /C et un 
morphisme de de faisceaux : 

: K'-'^~^VcRi*G B 

Ce morphisme nous permettra alors de construire un complexe dont 
nous vérifierons qu'il est pervers. 

Le triplet {{RJ'^'^V KRi*G) \xo-iG,v_) oii v est la composition du mor- 
phisme V et du morphisme d'adjonction : 

v:G^ {R^-'^VkRi.G) Iso^ {i.i-^R'^-^VkRi.G) |eo 

est un objet de la catégorie Sy,q = S^./ où S' est la stratification formée 
des deux strates Eq et Xq. 

Soit B l'image du triplet {{RJ'-'^VKRi*G) \xo,G,v) par Qso : 

B^Q^,{{R^-''VKRi.G) \xo,G,v) 
Soit 5 le morphisme : 

5: R''-'^-^T^Ri,G — > R^~'^TKRi*G 
Le diagramme suivant est commutatif : 

{R^-'^-^Tt^Rî^G) |eo — {î,t-^R''-''-^r^Rz,G) Iso 




G — {R^-'^KRi^G) Ieo {iJ-'R^'-^rKRi.G) |so 

En effet le triangle est commutatif par définition et le petit carré l'est 
car l'adjonction est une transformation naturelle. Ainsi 
le couple {u, i~^S) est un morphisme de 
entre les triplets {{R''-'^-^rcRi*G) Uc (^""'^"^r^^î*Ê?) |eo,^7) et 
{{R^^'^T KRi*G) \xo,G,v), où rj est le morphisme d'adjonction : 

rj : {R^'-'^-^rcRi^G) |so^ {iJ-^R''-''-^rcRi*G) |eo 
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Comme le foncteur Qso est quasi-inverse de iîso existe un unique 
morphisme de R'^~'''~^riiRi^Ç dans B qui a pour image par R-^^ le 
morphisme {u,i~^ô). 

(j) : R^'-'^-^Ti^Ri^g B 

A partir de (j) nous allons construire un morphisme de complexes entre 
r^^-^-^ RY j^Ri^Ç et B[—n + d+1]. Considérons le foncteur de tronca- 
ture r-*. On a le morphisme naturel : 

T^^^-'^-^RFcRi.Ç R^'-'^-^FcRiM-n + d+l] 

On note alors $ le morphisme de complexes défini comme la composée 
de (p décalée de —n + d + 1 et du morphisme de complexe naturel : 

^<n-d-lj^j.^j^-^g ^ ^n-d-lp^^-_^^j_^^^^;L| 4>[-n+d+l] 

On définit alors l'image de {Ç,G,u,v) par /i comme le mapping cône 
du morphisme de complexes 

Définissons maintenant l'image par n d'un morphisme de V'. Soit donc 

{Ç',G',u',v') un deuxième objet de V' et {g,w) un morphisme entre 
{Ç,G,u,v) et {Ç',G',u',v'), on note Ti. et H.' les images de {Ç,G,u,v) 
et {G',G',u',v') par /i. La stratégie est la même que pour la construc- 
tion des objets : on définit tout d'abord un morphisme entre B et B' 
dont on se sert pour définir un morphisme de complexes. Comme le 
diagramme suivant est commutatif : 



w 



(i»i-iiî"-rK;iîùfl)|Eo 



G' ^ {RJ'r,cRi*G')ko — - (iJ-'R^r^RHÇ)\j:, 



le premier carré l'étant par définition, le deuxième car l'adjonction 
est une transformation naturelle, le couple {{R"^^|CQRi^,g)\•£Q,w) est un 
morphisme de S-Sq 

{{R^-''rKRt*Q) \xo,G,v) ^ {{R''-''rKRt*G') \xo,G',v[) 

On note alors b le morphisme image par Qso- Oi" P^^ définition d'un 
morphisme de <Sso le diagramme suivant commute, il suffit de le vérifier 
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sur les restrictions à Xq et Sq : 

i?"-'^-ir^iîùÇ B 



B' 



Ainsi par fonctorialité de la troncature ce diagramme commute : 



T 



<n-d-l 



B[-n + d + l\ 

b[-n+d+l\ 



Ainsi par définition d'une catégorie triangulé, il existe un morphisme 
g : H ^ H' tel que {g, RVuRi^^g, h) soit un morphisme de triangle. 
Mais pour que cette opération soit fonctorielle il faut montrer que ce 
morphisme est unique. On utilise alors ce lemme. 

Lemme 2.17. Soit K une catégorie additive triangulée, T son jonc- 
teur de translation. Considérons le diagramme commutatif suivant entre 
triangles : 




T{A') 

D'après les axiomes des catégories triangulées, il existe un morphisme 
a tel que 7) soit un morphisme de triangles, si on a de plus : 

HomK{B,T-^C') = HomK{C,B') = 

ce morphisme est unique. 

DÉMONSTRATION. Voir par exemple [H]. □ 

Or comme le complexe t-"^'^~^ RT ji^Ri^:Ç est concentré en degré 
inférieur ou égal kn — d — 1 et comme B'[—n + d] est concentré en degré 
n — d, on a 

Hom{T^''''^~^RT^Ri,g, B'[-n + c/]) = 

De plus RVfiRi^Q étant concentré en degré inférieur ou égal kn — d — 1, 
on a l'isomorphisme : 

r<^~d^^Bri,Ri,Ç' ^ RV^Ri^g' 



2. RECOLLEMENTS DE FAISCEAUX PERVERS 43 

D'où 

Hom{B[-n + d+ l],r^''-'^-^RT^Ri,g') 
~ HomlB[-n + d + 1], RTj^Ri^g') 
~ Homlil^B[-n + d + l],il^Ri^g') 

Le deuxième isomorphisme est donné par l'adjonction des foncteur -Rix^* 
et i^^. Mais comme B est supporté par /C on a bien : 

Hom{B[-n + d + l], T^''-'^-^RT^Ri,g') = 

DÉFINITION 2.18. On note ^ le foncteur de la catégorie V' à valeurs 
dans la catégorie dérivée des faisceaux qui 

- à un objet {g,G,u,v) de V associe le mapping cône de $ défini 
plus haut, 

- et à un morphisme {g,w) : {g,G,u,v) {g' , G' , u' , v') associe le 
morphisme défini plus haut. 

Lemme 2.19. Le cône de $ est un faisceau pervers. 

DÉMONSTRATION. On note Ti le mapping cône du morphisme 
Le triangle suivant est bien sûr dinstingué : 

RTcRt*g ^ B[-n + d-l]^n^ 
La démonstration s'appuie sur la proposition suivante démontrer dans 

m- 

Proposition 2.20. Soit Y une sous-variété fermé de X de dimen- 
sion d, U = X\Y . Désignons par j : Y X et i : U "-^ X les 
inclusions. Soit T un complexe à cohomologie constructible. Alors T 
est un faisceau pervers si et seulement si 

- i~^T est un faisceau pervers sur U, 

- j~^J-' est concentré en degré inférieur ou égal à n—d et {RTyJ^)\y 
est concentré en degré supérieur ou égal à n — d. 

DÉMONSTRATION. [I] □ 

Lemme 2.21. Le complexe i'^Ti. est un faisceau pervers. 

DÉMONSTRATION. Le complexe i~^7i est le mapping cône du mor- 
phisme i~^<î> : 

: i-^RT^Ri^g — > i-^B[-n + d - l] 

Or comme Qs^ et Rj]^ sont quasi- inverse, le faisceau i~^B est isomorphe 
au faisceau i~^ R^~'^V ]cRi^,g et est isomorphe à i~^5 : 

5 : R''-''-^Vi,Ri,g R'^-'^VKRi.g 
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de plus le diagramme suivant commute : 
Considérons le triangle distingué : 

r^"-^-ii?r^ffi,^ — - RTcRùQ — - T^"-'^Rr^Ri,g 

Par définition d'un fermé pervers, le complexe RT )iRi^,Ç est nul en 
degré supérieur ou égal h n — d. Ainsi le complexe t-'^~'^RV ^Ri^Q est 
nul. Le morphisme naturel suivant est donc un isomorphisme : 

r<^-d-ijiY):^Ri,G ^ RT ^Ri,Ç 

De plus d'après le lemme [2.151 le faisceau R'^~'^T]çRi^,Q n'est concentré 
qu'en degré n — c? on a ainsi le diagramme commutatif suivant : 

i-^RT^R^g i-^B[-n + d + 1] 

I? A 1^ 

î-^Rrj,Rt,g — - t-'RT,cRiM+'^] 

où A est le morphisme (+1) du triangle distingué : 

i~^RT}cRi*Ç — > i^^Ri^Ç — > i~^RTicRi*Ç 

Ainsi i'^Ti est isomorphe au cône du morphisme A. Donc i'^Ti est 
isomorphe à i~^Ri^Q, lui même isomorphe à Q. Nous montrerons par 
la suite que cet isomorphisme est en fait unique. Le complexe Q étant 
pervers par définition, i~^7i l'est aussi. □ 

Lemme 2.22. Le complexe RTy,q'H est concentré en degré stricte- 
ment supérieur à n — d. 

DÉMONSTRATION. Le complexe RT-z^Ti est le mapping cône du 
morphisme : 

RV^,^ : iîLsoiîr^ffi,^ ^ RV^,B[-n + d+l] 

Comme, d'après le lemme I2.14[ l'intersection Sq fl £ est vide, le com- 
plexe RT-^gH est isomorphe à RT-SgB[—n + d + 1]. Mais comme le 
complexe B[—n + d + 1] est concentré en degré — ci, le complexe 
RT-^gB[—n + d + 1] est nul en degré inférieur k n — d. □ 

□ 

Théorème 2.23. Les Joncteurs v et n sont quasi-inverses l'un de 
l'autre. 
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DÉMONSTRATION. Montrons tout d'abord que z/o/i est isomorphe 
à l'identité. Soit {Ç, G, u, v) un objet de V. On note H l'image de 
{Ç, G, u, v) par fi. 

n = i2{{g,G,u,v)) 

On a déjà vu que i^^H est isomorphe à Ç, mais il faut vérifier que cet 

isomorphisme est fonctoriel. 

C'est le diagramme commutatif suivant : 

i-^RTcRt.G t-^B[-n + d + 1] 

I? A 1^ 

i~^RTcRi*G ^ i~^RTtcRi*Ç 

qui nous a permis de définir, grâce aux axiomes des catégories trian- 
gulées, cet isomorphisme. Les deux isomorphismes de ce diagramme 
étant fonctoriels, si l'on démontre que le lemme 12.171 s'applique, on 
démontre aussi que l'isomorphisme entre i~^7i et G est fonctoriel. 
Notons ï£ l'injection de £. dans X. On a : 

Hom{i-^RT^Ri^g,i~^RTicQ) ^ 

Car i~^RV uRi^^Ç est concentré en degré n — d—1 et RT]cG est concentré 
en degré n — d. 

D'autre part, on a les isomorphismes suivants : 

Hom{i-^B[n-d],i-^RV^g) ^ Hom{B[n - d], RV ):^Ç) 

^ Hom{i^B[n — d],if^G) 
= 

Le deuxième isomorphisme est donné par l'adjonction et l'égalité est 
dut au fait que i~i^^B est nul car B est supporté par /C. 
Donc d'après le lemme [2.17[ l'isomorphisme entre i~^T-C et G est unique. 
Ces deux complexes sont donc fonctoriellement isomorphes. 
Montrons que (-Rrx:^)|so est fonctoriellement isomorphe à G. Le fais- 
ceau RT)cG est le cône du morphisme : 

RT,c^ : RT^RTi^Ri^g — > i?r^S[-n + d + 1] 

Mais comme d'une part £ H /C = et d'autre part B est supporté par 
/C, le complexe RT/cÇ est naturellement isomorphe à B[—n + d + 1]. 
Ainsi, on a les isomorphismes fonctoriels (le premier étant donné par 
le lemme [2.15P : 

{RTkG)\^o ^ {R''T^g)\j:,[-n + d+l]c:^B\j:,[-n + d+l] 

Mais les foncteurs -Rs,, et étant quasi-inverses l'un de l'autre le 
faisceau i3|so est fonctoriellement isomorphe à G. 
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Montrons maintenant que jj, 01/ est isomorphe à l'identité. Soit donc J- 
un faisceau pervers sur X. Par définition des foncteurs /i et v, B est 
l'image par Qs„ du triplet ((i?"-'^r;co^^*^~'-^)|xo, (i?"~'^r^^)|so, î^) : 

où V est la composition des morphismes : 

Le faisceau B est naturellement isomorphe au faisceau W'-^'^T/cJ-'. Pour 
le montrer construisons un isomorphisme dans Ss^ entre 
le triplet ((i?""'^r,ci?î*î"^^)Uo, (^""''r;c^)|s,, et le triplet 
((iî"^'^rx:^)|x()5 {R"' '^^k^)\j:o'V)j où î] est le morphisme d'adjonction. 
Notons 7 le morphisme de faisceaux défini par une autre adjonction : 

7 : K'-'^V^T BJ'-'^T^mj-^T 

Le morphisme y_ s'écrit alors : 

V = j-^T] o j-^7 ~ j-^{r] o 7) 

Comme l'adjonction est une transformation naturelle le diagramme sui- 
vant est commutatif : 



rjoirt '-■y 



1*1 7 



En appliquant j ^ à ce diagramme, on obtient le diagramme : 



Id 



Ce qui montre que le couple (î^^7, Id) est un morphisme de iSe^. Mais le 
morphisme i^^7 est en fait un isomorphisme, ainsi le couple (i^^7, Id) 
est un isomorphisme dans Sx, donc B* et RT/cT sont naturellement 
isomorphe. De plus le diagramme suivant commute : 



Rn-d-lY^R^J-ljr . 



Jin-d-l-p jr . 



Rn-d^^jr 
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En effet pour le voir il suffit de montrer que ses restrictions à Xq et Sq 
commutent. On a de plus 

Hom{RTcRiJ~^J^,B) = Hom{l3'[+l], RTcJ^) = 

donc d'après le lemme [2.17l le cône de $ est fonctoriellement isomorphe 
à J^. □ 



CHAPITRE 3 



Champs sur un espace stratifié 



Dans tout ce chapitre X désigne un espace topologique et S une 
stratification fixée de X. 



Dans ce paragraphe nous allons donner l'équivalent du théorème 12.51 
pour les champs. Ainsi nous définissons une 2-catégorie dont les objets 
sont formés de champs sur chacune des strates, d'une série de foncteurs 
de champs et d'isomorphismes entre ces foncteurs. Nous démontrons 
alors que cette 2-catégorie est 2-équivalente à la 2-catégorie des champs 
sur X. La démonstration est sensiblement la même que dans le cas des 
faisceaux mais appliquée au langage des 2-catégories. 
On notera S'a; la réunion des strates de dimension k et ik l'inclusion de 
Sk dans X. 

Dans ce paragraphe si 'ti est un champ sur l'ensemble 5"; on note rjki le 
foncteur naturel d'adjonction : 



- pour chaque Sk, un champ sur Sk, 

- pour tout couple {k, l) tel que k < l, un foncteur de champs 

Fik '■ ik'^k*^!, 

- pour tout triplet {k,l,m) vérifiant k < l < m, un isomor- 
phisme de foncteurs Okim '■ 



1. Description 



On note &ix la 2-catégorie des champs sur X. 

DÉFINITION 3.1. Soit 6s la 2-catégorie dont 
• les objets sont donnés par : 



ik iiXi 





■m 



if, Vlm 




■m 
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OÙ r]im est le fondeur naturel d'adjonction : 

tels que pour m < p le diagramme suivant soit commutatif : 

Id,»6klm 



H*il 'im*Ppm ^fe H*-^ml -^Ik 
k ^im*Fpm ° Fml) O Fik 

h^^hih^Vmp O Fpk) o Fik 
h^kJi^Vmp o i~k^ii*Fpi o Fik 

Id,»Okip 
•-1 • „ 



^1*^1 ^m*Fpm '~' Vl Fr 



mk 



° ^k ^rn*Fpm O -Pmfe 



Idml 



kmp 



h \ ° K ^Vmp O Fpk 



h ^i*h Vmpoik Vip^Fpk 

• les Joncteurs entre deux tels objets, {{^k}, {Fki}, {(^jki}) 
({^fc}> {Fki}, {d'kim})^ sont donnés par : 

- pour tout Sk G S, un foncteur de champ '■ €k 

- pour tout couple {i,j) tel que i < j, un isomorphisme de 
foncteur : 



gik : Fil. oGk^ik ^ii*Gi o Fi 



Ik 



tels que : 
\*F^i oFI,oG,- 



Id,»gik 



h^iuF^i ° h^ii*Gi O Fik 



^k ^1*^1 ^m*Gfn O ij^ il*Fffii O Fn^ 



^k ^l*H im*Gm ° ik Vkm ° -^mA; 



-1„ 



ik ^Vlm O ik ^im*Gm O -F, 



mk 



les morphismes entre deux tels Joncteurs, ({Gk}, {qm}) ({G'k}, {dki}) 
sont les données pour chaque Sk d'un morphisme de foncteur de 
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champ (pk '■ Gk ^ G'i. tels que, pour tout k, l le diagramme suivant 
commute : 



Kl o Gk 



Id»4>k 



Hi o G', 



9kl 



ik ^ii*Gi o Fik 



9kl 



ik^iuG'i o Fi 



Ik 



Définissons maintenant deux 2-foncteurs entre les deux catégories &tx 
et Se : 

DÉFINITION 3.2. On note i?s le 2-foncteur de &tx dans 6s qui 

à un champ sur X associe la famille de ses restrictions sur chacune 
de ces strates, les Joncteurs naturels d'adjonction et les isomorphismes 
d'adjonction : 

i?s: eix — > 6e 

C I ^ {{^ \Sk}k<n, {h^Vl}k<l<n, {^mlk}k<l<m<n) 

G : C I > {{G \sk}k<n, {9lk}k<l<n) 

<f>:G^G' ^ i{<f>\s,}k<n) 
où les Joncteurs rji sont les Joncteurs d'adjonction suivants : 

rji : € — > iiJf^C 
et les Xmik sont les isomorphismes naturels de Joncteurs : 



^kln 



(^m*^m^^) \Sk ZT^ {il*ii im*irn^) \Sk 

De même les isomorphismes de Joncteurs gik sont les isomorphismes 
donnés par l 'adjonction : 



\Sk 



«fe 'ni 



ik'ri'i 



{iiJi €') \s. 
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Le fait que ces données soient issues d'une 2— adjonction assure qu'elles 
appartiennent bien à &. 

Définissons maintenant le deuxième 2-foncteur de la 2-catégorie 
©s dans la catégorie &ix- 

Soit C — ({Cjfc}, {Fik}, {ômik}) un objet de ©s- Comme dans le cas des 
faisceaux l'image de (E par Q^, est définie par une 2-limite projective. 
Il faut donc se donner un 2-système projectif. 

DÉFINITION 3.3. On note 3 la catégorie, 

- dont les objets sont les singletons {j} avec j < n, les couples 
{j, k) avec j < k <n, les triplets {j, k, l) avec j < k < l < n. 

- dont les Joncteurs sont les donnés suivantes : 

Hom{i, i) — {Idi\ pour tout objet i de 3 

Hom{{j,k),j) = {s|J 

Hom{{j,k),k) = 

Hom{{j,k,l,),{j,k)) = {sgj 

Hom{{j,k,l),j) = {s^j^i} 

Hom{ij,kJ,),U,l)) = {s%^ 

On définit alors un 2-foncteur a : 3 — > &tx- A tout objet i E 3 on 
associe les champs : 

a(j) = ijXj 

a{j, k, l) = ijjj^ik*i'j^^ii*€i 

Considérons les morphismes de 3 : 

- Pour j < k, au morphisme s^^ : {j, k) — > j on associe le foncteur 

- Au morphisme s^^; : {k, l) ^ l on associe le foncteur 

û(Sifc) = Vjk 
donné par la 2-adjonction : 

- Pour j < k < l, au morphisme sj^^ : {j, k, l) — > {j, k) on associe le 
foncteur 

- au morphisme s^ji^i{j, k,l,) ^ {j, l) on associe le foncteur 
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OÙ 7]ki est le foncteur naturel d'adjonction : 
~ au morphisme s^-^^ : (j, k, l) j, on associe le foncteur composé : 

Si a est un objet de X, le 1-morphismc Oa : Ida(a) Ci{Ida est l'identité. 
Enfin d'après la définition d'un 2-foncteur, il faut maintenant se donner, 
pour tout couple, (s, s'), de foncteurs composables un isomorphisme de 
foncteurs 

a{s o s') ~ a{s) o o(s') 

- pour j < k < l, pour les foncteurs Sji et s^.^^ l'identité convient, 

- pour les foncteurs s^-^ et s^j^j on se donne l'isomorphisme 9jki- 

DÉFINITION 3.4. On définit l'image de € par Qy. comme la 2-limite 
projective du système €{k, l) : 

Qy{€) = 21mia(A;,0 

Soient maintenant €' = ({C^}, {-^4}, {^'mik}) deuxième objet de 
6^ et G = {{Gk}, {gik}) : € ^ €' un morphisme entre ces objets. 
Les données {{Gk}, {gik}) forment alors un foncteur entre les systèmes 
C{k,l) et €'{k,l). La propriété universelle que vérifie la 2-limite pro- 
jective définit un foncteur de Qt.{^) dans Qj:{€'), c'est le morphisme 
image de G par • 

Si maintenant {{G'^}, {g'ik}) est un deuxième foncteur de €. dans €! et 
que (j) = {0fc} est un morphisme entre eux, l'image de par Qy, est le 
morphisme défini par la propriété universelle. 

Remarques 

De manière explicite, si C = ({Cfe}, {Fik}-, {Okim}) est un objet de 
Sy et U est un ouvert de X, les objets de Qy,o{^){U) sont les fa- 
milles {{Sk},{gik})) oii Sk e ^k{U Sk) et gik est un isomorphisme 

gik : Fik{Sk) r]ki{Si) 

Notons que, comme dans le cas des faisceaux, la condition de com- 
mutation des isomorphismes 9kim n'est pas nécessaire pour définir le 2- 
foncteur Q^- Elle interviendra dans la démonstration de la 2-équivalence. 

Théorème 3.5. Les 2-catégories &ix et ©s sont 2- équivalentes et 
les 2-foncteurs Qy, et Ry sont quasi-2-inverses l'un de l'autre. 

Les 2-limites projectives finies commutent aux restrictions. Ainsi si 
<t — ({^fe}, {Fik}, {Okim}) est un objet de ©s- On a l'équivalence : 

i-^2 firn k)^2 limi-^C(Z, k) 
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On note tt^/ et Pki les projections et les isomorphismes de projections : 




(t{k,l) 

Comme pour les faisceaux nous définissons deux 2-équivalences de 2- 
foncteurs entre les 2-foncteurs : 

Id Qsi^s 

elle sont définies à partir de foncteurs et d'isomorphismes de foncteurs 
donnés par la propriété universelle de la 2-limite. Mais avant cela mon- 
trons que le foncteur suivant, oii le deuxième foncteur est le foncteur 
d'adjonction, est une équivalence. 

Pour cela on définit un foncteur quasi- inverse $j : (Lj ij^ lim C(a). 
Comme la restriction commute aux 2-limitcs projcctivcs finies, pour 
tout a E 3, il faut se donner un foncteur de (tj dans ij^£(a). Mais 
notons que, pour j < k < l < m : 

i-^(L{k) = 
ij^€{k, = 
ip€{k,l,m) = 

De plus comme ij est une injection la transformation naturelle 
Ej : ij'^ij* — > Id est une équivalence. On choisit ej^ un quasi-inverse de 
Ej et on fixe ej l'isomorphisme : 

Cj : Ej o eJ^ — > Id 

Considérons alors la famille de foncteurs, pour j < k < l < m : 

= Fkj : Cj ijHkXk = ij'Cik, k) 

< 
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Pour définir un foncteur à valeur dans le 2- système projectif, il faut se 
donner, pour chaque foncteur 6 ^ a de la 2-catégorie 3, un isomor- 
phisme /i^^ : 




considérons le foncteur (A;, /) l par définition des foncteurs 
$(^'0 peut prendre hj = Id. 

pour le foncteur {k, l) —>■ k supposons tout d'abord que j < k < l, 
d'après la définition de <î>^'^'''' l'isomorpliisme djki convient. 
Supposons maintenant que k = j, nous devons définir un mor- 
phisme entre les foncteurs : 



•-1 



Comme Ej est issue d'une 2-transformation naturelle on a l'iso- 
morpliisme 9j : Fkj o Ej — > Ej o {iJ^ij*Fkj) : 



Notons que la restriction de la 2-transformation naturelle rjj à Sj 
est un quasi-inverse de Sj, on note rij l'isomorphisme : 



rij : Id 



On pose alors : 



oii L-i„ et 7-1 sont les morphismes identité entre les 2-transformations 

naturelles i'^^rjj et et où • est la composition verticale des 
morphismes de foncteurs et o est la composition horizontale. 
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pour le foncteur {k, l, m) {k, m), au vu des définitions de $ 
et ^f"^^ l'identité convient. 



km 



pour le foncteur {k, l, m) {k, l), d'après les définitions de $ 



ik,i) 



et $ 



(k,l,m) 



nous devons définir un morphisme entre les composés 

de foncteurs : 

{'i'j^ik*H^k*Fmi) o {i]^riki) o Fij ^ {iJ^ikJk^Vim) ° iJ^Vkm ° F^j 

Mais par définition de 9jim et comme provient d'une 2-adjonction 
on a le diagramme suivant : 



ij ik*i); ii*^i 



^7 ^k*^h '^l*^ml 




Y" ^j ik*ik im*^m 



ij ik*ik ii*ii im*^m 



En composant correctement ces deux isomorphismes on définit 

l'isomorphisme cherché. 
Les relations de commutations des djki demandées dans la définition de 
la 2-catégorie ©s ainsi que le caractère naturel des foncteurs d'adjonc- 
tion assurent que les conditions de commutations sont vérifiées. Ainsi 
la propriété universelle définit un foncteur noté $j : 

$j : — > iJ^2\im(E{k,l) 

et pour tout objet a de J un ismorphisme, noté (pj : 

ip'; : 7r„ o ^j ^ 

Lemme 3.6. Le foncteur $j est une équivalence et la composée des 
foncteurs suivants est un quasi-inverse : 



*j : 21imCi(r(a) ^ i]^ijX, 



■j 



a£3 



DÉMONSTRATION. Commençons par montrer que ^'j o $j est iso- 
morphe à l'identité. On a la suite d'isomorphisme : 



: Si O TTi o $^ 



Id 



L'égalité est donnée par définition de "^j. Ainsi l'isomorphisme 
Cj • {I^. o (fj) convient. 



1. DESCRIPTION 57 

Montrons maintenant que ^jov]/^ est isomorphe à l'identité. Nous allons 
pour cela définir pour tout a E 3 un isomorphisme noté : 

l] : Tïa O O ^ TTa 

Commençons par définir /™ pour m < n. On a le diagramme suivant : 
2 lim C(a) ^ 2 lim €{a) 




On peut ainsi définir un isomorphisme entre les foncteurs : 

(1) TTmO O ^ Fmj O -ifj 

Considérons maintenant le diagramme suivant : 




Id 



On rappelle que pjm est l'isomorphisme donné par la 2-limite. L'égalité 
est donnée par la définition de ^j. L'isomorphisme de droite et l'isomor- 
phisme vertical sont définis par la 2-adjonction. En composant correcte- 
ment ces isomorphismes on définit un isomorphisme entre les foncteurs 
Fmj O et TT^ : 

(2) Fmj o *j ^ TTm 
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On définit alors comme la composée verticale des isomorphismes (1) 
et (2). 

Il faut maintenant définir les isomorphismes /j™ et Z^'™. Mais la 2-limite 
donne les isomorphismes suivants : 



2 lim C{a) 




Ainsi en composant horizontalement pim avec les morphismes identité 
des foncteurs $j et \E'j on obtient l'isomorphisme : 

(3) Tlim O O iJ^Vlm °T^m° ° 

De même en composant horizontalement le morphisme identité du fonc- 
teur ij^rjim et l'isomorphisme IJ^ on obtient l'isomorphisme : 

(4) iJ^Vlm OTlmO $j O j iJ-^Vlm O VT^ 

On définit alors comme la composée verticale des isomorphismes 
(3), (4) et de l'inverse de pim- On fait de même pour /^'™. 

Le caractère naturel des foncteurs d'adjonctions, les compatibilités 
des isomorphismes de projections ainsi que les conditions de commu- 
tation demandées dans la définition de la 2-catégorie ©s assurent que 
les isomorphismes Ij sont compatibles. Ils définissent ainsi un isomor- 
phisme entre les foncteurs $j o et l'identité. □ 

Revenons à la démonstration de la proposition 13.51 

Montrons tout d'abord que iîs o Qt, est équivalent à l'identité. Soit 
(î = ({Cfe}, {Fik}, {Okim}) un objet de ©s. On a défini dans le lemme 
13.61 une équivalence entre et la restriction de -ReQs(<Î) à Sj : 

<î>j : (tj — > ij^2\im(t{a) 

Comme dans le cas des faisceaux il faut maintenant identifier le foncteur 
naturel : 
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avec le foncteur F^j. C'est à dire qu'il faut construire les isomorphismes 
suivants : 



ij^2lim€{a) 



Vk 



ij ik*i^. 2 lim (£(a) 



21imC^e:(a) 



"kj 



Le premier est acquis car la restriction et l'image directe commute à 
isomorphisme près aux 2-limites projcctives finies. 
Définissons le second. Comme $j est quasi-inverse de pour définir 
l'isomorphisme cherché il suffit d'en définir un entre les foncteurs : 

Or on a les isomorphismes suivants : 



21imi7^G:(a) 



21imi . ikJ,^ €{a 



-'m 



ij ^ik*ik^^(k) 



ij \k ^ 



~^ik*'^k 
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Les deux isomorphismes des triangles sont donnés par la définition de 
$j et et enfin l'isomorphisme du bas est la composée de l'isomor- 
phisme naturel d'adjonction : 

et de l'identité du foncteur F^j. En composant correctement ces iso- 
morphismes on obtient l'isomorphisme cherché. 

Montrons maintenant que Qy,Rt. est équivalent à l'identité. Soit (J5 
un champ sur X. Rappelons que d'après la définition de it!s on a : 

011 r]i est le foncteur naturel : 

r]i:<Ô — ^ i^ii^^ 
et Xkim est l'isomorphisme naturel : 



Considérons la famille de foncteurs et d'isomorphismes de foncteurs 
constituée : 

• pour tout objet a G 0^, d'un foncteur, noté S^, de dans : 

- pour k < n c'est le fonceur naturel : 

77fe : <Ô — > ikJk^'Ô 

- pour les couples {k, l) avec A; < Z < n on se donne la com- 
posée de foncteurs : 

Vk • • — ik*'^k • • — 1 • • — 1 

© — > ik*ik ^ — 1'k*^k ^1*^1 ® 

- pour les triplets {k,l,m) avec A; < Z < m < n on se donne 
la composée : 

rik _i ikJk'^Vl _-, _-, ik*ik^H*H'nm _, 

— ^ ik*ik ^ ^ ^k*ik ^i*h ^ ^ ^k*ik k*kim*irn^ 

• pour tout foncteur F : b ^ a d'un isomorphisme de foncteur noté 

- pour les foncteurs {k, l) k, {k, l, m) {k, l) on se donne 
l'identité, 
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- pour le foncteur {k, /) — > / on se donne l'isomorphisme na- 
turel d'ajonction : 

'0 




iuii — ^ 'i'k*ik '^i*h ^ 

- et enfin pour le foncteur {k,l,m) —>■ {k^m) on se donne la 
composée horizontale du morphisme identité, du foncteur 
Tjk et de l'isomorpliisme Xkim- 

Ces données vérifient immédiatement les relations de compatibilité. 

Ainsi d'après la propriété universelle, il existe un foncteur, noté S : 

S:0^Qsiîs(0) 
et pour tout objet a G 3 un unique isomorphisme noté '■ 

: 2 o TTa > 

Mais notons que, comme la restriction commute aux 2-limites projec- 
tives finies, la restriction de S à Sj est en fait le foncteur $j du lemme 
13.61 construit en utilisant les données de -Rs(0). Ainsi, la retriction de 
S à chaque strate est une équivalence. En particulier la fibre en chaque 
point de X est une équivalence. On conclut alors en utilisant le corol- 
laire OD 

2. Champs constructibles et strictements constructibles 

Dans cette partie on s'intéresse à la notion de champ constructible 
et strictement constructible. 

Dans un premier paragraphe, on rappel les définitions et les premières 
propriétés de ces notions. La notion de champs constructibles a été 
introduite par D. Treumann dans }21]. Elle a été introduite essentiel- 
lement parce que le champ des faisceaux pervers est, sur un espace 
stratifié de Thom-Mather, un champ constructible. 

Puis, dans un second temps, on considère l'espace topologique C" 
muni de la stratification, dite du croisement normal, associée à l'en- 
semble {(^i, . . . , Zn.) G = 0}. Sur cette espace on peut 
donner une description particulièrement simple de la 2-catégorie des 
faisceaux strictement constructibles relativement à cette stratification. 
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Cela est dut au fait que les voisinages tubulaires des strates sont des 
produits. 

Enfin on s'intéresse au champ des faisceaux pervers sur C" 
muni de cette stratification. Nous montrons tout d'abord que ce champ 
est strictement constructible relativement à la stratification du croi- 
sement normal. Puis nous démontrons l'équivalence entre et la 
donnée 

2.1. Définition et premières propriétés. 

Pour les démonstrations des propositions et du théorème, le lecteur 
pourra se reporter à |21j et [22] . 

Contrairement au paragraphe précédent 5*^ désigne ici une strate de 
dimension quelconque, ij désigne l'injection suivante : 

ij : Sj^X 

DÉFINITION 3.7. Un champ (E sur X est dit constructible (resp. 
strictement constructible) relativement à S si pour tout i E I , la res- 
tirction (E est un champ localement constant (resp. constant) 

Tout comme pour les faisceaux constructibles, on a les propositions 
suivantes : 

Proposition 3.8. Soit (£ un champ constructible sur X etV cU 
deux ouverts de X tels que l'injection V ^ U soit une équivalence stra- 
tifiée d'homotopie. Alors la restriction ^{U) ^{V) est une équivalence 
de catégories. 

Proposition 3.9. Soit (t un champ constructible sur X relative- 
ment à une stratification de Thom-Mather et x un point de X , alors 
il existe un ouvert U de X tel que le Joncteur naturel suivant soit une 
équivalence : 

Proposition 3.10. Soit X et Y deux espaces topologiques stra- 
tifiés et f : X Y une application continue telle que l'image in- 
verse d'une strate de Y soit une réunion de strates de X , si €, est un 
champ constructible (resp. strictement constructible) alors f~^{€) est 
constructible (resp. strictement constructible). 

Démonstration. L'image inverse par une application continue 
d'un champ localement constant (resp. constant) est localement constant 
(resp. constant), donc /~^(£) |/-i(Ei) est localement constant (resp. 
constant). □ 
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Un exemple particulièrement intéressant de champ constructible ou 
strictement constructible est le champ des faisceaux pervers relative- 
ment à une stratification fixée. Il justifie d'ailleurs à lui seul l'introduc- 
tion de cette définition. 

Dans le cas général d'un espace topologique stratifié on ne peut rien 
dire. Mais dans le cas d'un espace de Thom-Mather on a le théorème 
suivant : 

Proposition 3.11. Soit X un espace de Thom-Mather, on note S 
la stratification de X, et le champ des faisceau pervers sur X . Le 
champ ^2 est constructible. 

DÉMONSTRATION. Voir [2T|. □ 

Et, dans le cas oii la projection des voisinages tubulaires sur les 
strates est une fibration trivial, est un champ stritement construc- 
tible. Nous ne démontrons cela que dans le cas qui nous intéresse ( C"^ 
stratifié par le croisement normal) mais la démonstration est sensible- 
ment la même. 

Remarque. 

Si C est un champ strictement constructible relativement une strati- 
fication S, on s'attend à ce qu'on puisse en donner, via le théorème 
13.81 une description simple. En effet la restriction à chaque strate étant 
constante, la donnée d'une catégorie suffit à la décrire. Mais notons 
que, même si est un champ constant, le champ i~^iL*^L n'est, a 
priori, pas un champ constant, il est seulement localement constant. 
Ainsi la donnée des foncteurs de champs : 



ne se réduit pas à la donnée d'un foncteur. 

Nous allons voir, dans la partie suivante, que dans certains cas cette 
description peut être encore simplifiée. 

2.2. Champs strictement constructibles sur C" stratifié par 
le croisement normal. 

Considérons maintenant muni de la stratification du croisement 
normal défini par l'ensemble {(^i,--- , z„) G G'^\zi---Zn = 0}. Les 
strates sont indexées par les parties de {1, ■ ■ ■ ,n]. Ainsi on note Sk, 
pour K partie de {1, ■ ■ ■ , n}, la strate : 
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Dans ce paragraphe on reprend le théorème 13.81 dans le cas des champs 
strictement constructibles relativement à cette stratification. Le fait 
que les voisinages tubulaires de cette stratification soient des produits 
nous permet de simplifier notablement l'énoncer de ce théorème. En ef- 
fet, on montre que la 2-catégorie des champs strictement constructibles 
relativement à cette stratification est 2-équivalente à une 2-catégorie, 
©1;, dont les objets sont donnés par des catégories, des foncteurs et des 
isomorphismes de foncteurs. 
Considérons les notations suivantes : 
Soit ix l'injection de Sx dans : 

Pour tout C {1, ■ ■ ■ , n}, on note Pk le point suivant : 

et tout p ^ K, on note 'jKp le chemin de Sk défini par : 

{Xi{t) = sii e K 
Xi{t) = e^^'^* i = p 
Xi{t) = 1 sinon 

La famille {^Kp\ forme une famille génératrice du groupe fondamental 
de la strate Sk- 

Avant de définir la 2-catégorie (3|^ et de démontrer qu'elle est 2-équivalente 
à la 2-catégorie des champs strictement constructibles. Nous allons 
énoncer quelque lemmes que nous utilisons ultérieurement. Soit p la 
projection : 

p : C*"-'^ X C*'^-' X {0}' — > C*""^ X {0}^'"' X {0}' 

et Ce le champ constant de fibre C sur C*""'^ x C*'^^' x {0}', on note 
le champ sur C*"~'^ x {0}*^"' x {0}' défini par : 

® = pXc 

Lemme 3.12. Le champ est équivalent au champ constant sur 
^*n-k X 10}'^-' X {oy defihre Rep{'Ki{{€*f-^),C). 

DÉMONSTRATION. Notons que, pour U un ouvert de 
£^*n-k ^ |ojfc~' X {0}', les sections de &{U) sont données par : 

<Ô{U) = €cip~\U)) 

= Rep{7r,{p-\U))X) 

~ Repi-KiiU) X 7ri(C*'=-'),C) 
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En effet p^^{U) est isomorphe au produit U x C*'^~'. 
Soit € le pré-champ constant sur C*"~'^ x {0}'^"' x {0}' de fibre 
-Rep(7ri((C*)^~', C). Considérons le foncteur de champs, de source è et 
de but (3, défini par la donnée pour tout ouvert U de 

^*n-k X |o}fc-« X {0}' du foncteur : 

€{U) = Rep{Tii{{€*f -^,C) — > (Ô{U) = Rep{7ri{U) x 7ri(C*^-'), C) 

p. y ^ F{y) I ^ p, . {x,y) ^ F{y) 

7 ^ ^(7) ■ (71,72) ^ ^(72) 

Montrons que ce foncteur est une équivalence sur les fibres. Soit x — 
(xi, . . . , Xn-k: 0, . . . , 0) e C*""'^ X {0}'^, les produits polydisques ouverts 

centrés en Xi et de {0}^ forment une base de voisinage de x, or pour 
des rayons assez petits et comme les boules sont contractiles, le fonc- 
teur associé est isomorphe à l'identité. Ainsi la limite est constante et 
isomorphe à l'identité. □ 

Lemme 3.13. Soit Sk et Sl deux strates telles que Sx C Si (c'est 
à dire telles que K D L), on note k et l les cardinaux de respective- 
ment K et L. Soit €l un champ constant sur Sl de fibre C, alors le 
champ i']liL*^L est constant de fibre équivalente à i?ep(7ri((C*)*^~'), C). 

DÉMONSTRATION. On peut supposer sans perte de généralité que : 

Sk = (C*)"-'^ X {O}'^ et Sl = (C*)""' x {0}' 

D'après le lemme précédent il suffit de montrer que iJ^^iL*^L est équivalent 

au champ <Ô. On définit pour cela une équivalence du préchamp i^^iL*'^L 
dans le champ <S. 
Considérons les notations : 

si £ = est un n-uplet, on note ë — (si, . . . , £„_fe), 

ë = {en-k+i, ■ ■ ■ ,£n-i) et £ = (£„_;+!,...,£„). De même la notation 
i?| désigne le polydisque ouvert centrés en x et de rayon s. 
Soit W un ouvert de Sx, W , est de la forme : 

W = U X {df 

où U est un ouvert de C*'*"*'. On a alors l'équivalence : 

i^^hXLiW) ~ 2 lim V{V,iLXL) 

Comme les boules centrées en zéro forment une base des ouverts conte- 
nant zéro, on a l'équivalence : 

2 lim T{V,iLXL) ^ 21imr(;7 x BI x BliLXL) 

VDW (£,£) 
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On a, par définition du foncteur ix,^ l'équivalence : 

2 lim r(t/ X X B'q, ÎlXl) ^ 2 \imT{U x 5f x {0}', €l) 

Or, pour tout ê, Bq est homotopiquement équivalent, par une équivalence 
stratifiée, à C*'^~'. Ces équivalences commutant, la 2-limite est constante 
et équivalente à V{U x C*'^~' x {0}'). Ainsi on a bien : 

De plus, si W = U' ^ {0}^ (ZW = U x {0}^ sont deux ouverts de Sx 
la restriction étant donnée par la restriction de t/ à t/', le diagramme 
suivant commute : 



Pw'w 



Pw'w 



Ainsi, la donnée, pour tout ouvert W de Sk-, de l'isomorphisme défini 
plus haut et, pour tout couple d'ouverts W C W , de l'identité, définit 

une équivalence de préchamp entre i'^iL*^L et p*Cc- Ceci démontre en 

particulier que le préchamp i']liL*^L est en fait le champ i~^iL*^L et 
qu'il est bien équivalent au champ constant de fibre 

Rep{'Ki{€*^-^),C). □ 

Remarque 3.14. Notons que si J est une partie de {l,--- ,n} 
telle que J D K D L et j = \J\ alors le champ ij^iK*iK^ïL*^L ^st 
encore un champ constant. On le voit en appliquant deux fois le lemme 
précédent. On obtient de plus que la fibre de ce champ est équivalente 
à Rep{{C*y-'',Rep{Tri{C*''-^),C))- 

On note 7] le foncteur de source Rep{{C*y~^,C) et de but 
i?ep((C*)^-^i?ep(7^l(C**^-'),C)) qui a un foncteur : 

(Xi , . . . , 1-^ F(xi , . . . , Xj^i) 

(7i,---,7j-i) ^ F{-fi,...,-fj_i) 

associe le foncteur F' de source ni(C*''~'^) et de but i?ep(7ri(C*'^~'), C) 
qui à un point {xi, . . . , xj^k) de C*^~'^ associe le foncteur : 

{xj-k+i, ■ ■ ■ Xj-i) ^ F{xi, Xj-i) 

(7j-fe+i,---,7j-i) ^ ^(^4i,---,i"4^_fc,7j-fe+i,---,7j-0 
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Lemme 3.15. Le diagramme suivant commute à isomorphisme constant 



près 



— 1 . — 1 . ^ 



Rep{{C*y'',C) ^ Rep{{€*y-',Rep{7r,{C*'~'),C)) 

DÉMONSTRATION. Pour démontrer ce lemme, on reprend la démonstration 
du lemme précédent en construisant étape par étape un isomorphisme 
de foncteur. Une démonstration similaire est explicité dans la démonstration 
de la proposition 3.24. □ 

On a la proposition suivante : 

Proposition 3.16. La 2-catégorie des champs strictement construc- 
tibles sur C" stratifié par le croisement normal est 2- équivalente à la 
2-catégorie ©'^ dont 

• les objets sont donné par : 

- pour tout K C {1, ■ ■ ■ ,n} , une catégorie Ck, 

-pour tout couple {K,L) de parties de {l,...,n} tel que 
LgK, un foncteur Fik : Ck ^ i?ep(7ri((C*)'=-'), Cl), 

- pour tout triplet {K, L, M) de parties de {1, ... ,n} vérifiant 
M G L G K un isomorphisme de Joncteurs Xklm '■ 



C 



K 



-i?ep(7ri((C*)^-0,Ci) 



Fmk 



Rep{-Ki{C*'--'),FML) 



i?ep(7ri((C*)'=-'), i?ep(7ri((C*)'-™), Cm)) 



tels que, pour tout k > l > m > p les deux morphismes que l'on 
peut définir entre les Joncteurs : 

Rep{n,{C*'-'),Rep{n,{C*"'-n,Fp^))oRep{n,{C*'-'),F^i)oFik 

et 

i?ep(7ri(C*^-"^),Fpfc) 

soient égaux. 

• pour deux objets {{Ck}, {Flk}, {>^klm}) et ({C^}, {F^k}: {^'klm}) 
un foncteur est donné par : 
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- pour toute strate Sk, un Joncteur Fk '■ Ck — C^- 

- pour tout couple de strates {Sk, Sl) tel que Sl D Sk, un 
isomorphisme de Joncteur Jkl '■ 

Jkl : F'^j, o Fk ^ Rep{'K^{{€*f-'),FL) o Flk 

tels que les deux morphismes que l'on peut déjinir entre les 
Joncteurs : 

i?ep(7ri(C*'=-'),F;joF,feoG, 
et 

Rep{n,{€*''-"'),GjoF^, 

soit égaux. 

• Les morphismes entre deux tels Joncteurs sont les données pour 
chaque Sk d 'un morphisme de Joncteurs '■ Gk ^ G'f, tels que 
le diagramme suivant commute : 

Kl ° Gu ^'Rep{iT,{C*'-'), Gi) o Flk 



Id»^ 



Kl ° G', > Rep{n,{€*'^-^), G[) o Fi^ 

9kl 

DÉMONSTRATION. Comme d'après les lemmes précédents les champs, 
les fonctem^s de champs et les isomorphismes de foncteurs sont constants, 
il suffit de se donner leurs fibres en pk- On peut même définir une 2- 
équivalence de champ : 

: 6cn — > e' 

^ I > ({<!^pAk<n,{{VKL)pK}d^MLK)pK}) 

G:€^e ^ {{GpJ,{9LK}) 
4>--G^G' ^ ({(0W}) 

Le 2-foncteur composée du foncteur et du foncteur qui à 

un objet {Ck,FlkAklm) de 6^ associe l'objet {Ck, F^k, ><klm) de 
©s formé des champs constants sur Sk de fibre Gk, les foncteurs de 
fibre Flk ainsi que les isomorphismes constants de fibre Xklm- 

□ 

2.3. Le champs des faisceaux pervers sur C". 

Dans ce paragraphe on va montrer que le champ, ^c") des faiscceaux 
pervers sur C" relativement au croisemet normal est strictement construc- 
tible. Ensuite on explicite son image dans la catégorie &. En particulier 
on montre que la fibre en pk de est la catégorie Verv^x et que les 
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fibres de %^ii,*i^"^^c" est équivalent à VerVic*K\Lç;L, où (C*^\^C^ est 
l'ensemble : 

DÉFINITION 3.17. On note (C*^\^C^ l'ensemble : 

[ Mi ^ C* siieK\L 
U^^iMi < Mi = C siieL 
\ Mi — {1} sinon 

De manière général on note Z^U^F l'ensemble : 

{Mi = Z siieK 
M, = U siieL 
Mi — F sinon 

Rappelons que dans notre cas, les voisinages tubulaires des strates 
sont des fibrations triviales. Pour commencer on étudie donc le com- 
portement du champ des faisceaux pervers par rapport aux projections 
X X Y ^ X . On a le lemme suivant : 

Lemme 3.18. Soit X un espace métrique muni d'une stratification 
E = Ujg/Ej de Whitney, B un espace métrique contractile et T un 
faisceau sur X x B à cohomologie constructible relativement à la stra- 
tification S' = Ujg/Sj X B. Considérons p la première projection. Alors 
les morphismes naturels : 

p-^ o Rp^T) 

Rp* o p~^J^ 

sont des isomorphismes. 

DÉMONSTRATION. Démontrons que ces morphismes sont des iso- 
morphismes sur les fibres. 

Commençons par le morphisme Rp^ o p~^J^. Soit x G X, on a : 

{Rp,p-^J^)^ ~ \im^^^RT{U,Rp,p'^J^) 
~ lim^Ji?r(C/xi?,p-i.F) 

Mais d'après la formule de Kiinneth, on a : 

RV{U X B,p-^T) ^RT{U,J^)(g)RT{B,(E<c) 

où (te est le faisceau constant sur B de fibre C. Mais Rr{B, C) = C, 
on a bien l'équivalence cherchée. 

Soit maintenant Q un faisceau à cohomologie constructible sur X x B 
et soit {x, xy) un point de X x S, on a l'isomorphisme suivant : 

(p-^oi?p,(É;))(,,,) ~ \\^^^^,^^^,^^Rv{uxB',p-^oRp,{g)) 

\^^^^RT{UxB,Ç) 
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Mais comme pour toute boule B' incluse dans B, l'injection de U x B' 
dans UxB est une équivalence d'homotopie stratifiée, on a l'équivalence : 

- iS)ix,y) 

□ 

On en déduit la proposition suivante : 

Proposition 3.19. Soient X, Y deux espaces topologiques métriques, 
notons p la projection p : X x Y ^ X , fixons une stratification 
S = IJ.gj Sj de X et considérons 1^ champ des faisceaux per- 
vers sur respectivement X relativement à la stratification S et '^xxy le 
champ des faisceaux pervers sur X x Y relativement à la stratification 
S = [Ji^j Ej X F alors 

p-\^x)^VxxY 

DÉMONSTRATION. On note p^^'^x le préchamp défini par la donnée 
pour tout U X V ouverts de X x y de la catégorie ^x{U). Soit F le 

foncteur de préchamps F : p'^'^x — ^ ^^XxY défini pour U x V un 
ouvert de X X y par le foncteur : 

Fuxv ■ Ver Vu — > Vervuxv 

on l'on a abusivement noté p la restriction depkUxV. L'isomorphisme 
de restriction est l'isomorphisme naturel. 

Soit {x, y) un point de X x F. La fibre en (x, y) du foncteur F est la 
limite inductive sur les ouverts de la forme B x B' on B (resp. B') est 
une boule centrée en x (resp. y). Or d'après le lemme précdent FbxB' 
est une équivalence pour tout B x B', donc est une équivalence 

de catégories. Ainsi, d'après le corollaire 11.211 le champ p~^^x associé 

au préchamp p^^^ix est équivalent au champ ^xxv- D 
On a alors le théorème suivante : 

Théorème 3.20. Le champ, ^c"; des faisceaux pervers surC^ rela- 
tivement au croisement normal est un champ strictement constructible 
relativement à cette stratification. 

DÉMONSTRATION. Démontrons par récurrence. Pour n = 1 c'est 
évident puisque ^ le* est le champ des faisceaux localement constants 
et que bien sûr (^i)o est un champ constant. 
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Supposons que ^n-i soit strictement constructible. 
Comme ci-dessus on sait que (^„)o est un champ constant. Soit Sj une 
strate de dimension strictement positive, il existe alors m G IN tel que 
< m < n, Si C X C* X C'^-'^-^ On a ainsi : 

Or d'après la proposition l3. 19l on sait que ^„ |c'"xc*xC"-'"-i est équivalent 
au champ p~^(^„_i), oii Pm est la projection : 

: X C* X C"~™~^ ^ C"~^ 

Ainsi Ic^xC'xC"-™-! est un champ strictement contructible relati- 
vement à la stratification p~-'^(S) et Sj est bien une strate de p~^(S) 
donc est constant. □ 

On peut maintenant étudier l'image de par Cette étude 
nous permettra par la suite de démontrer l'équivalence entre le champ 
^C" et un champ que l'on définira. Nous définissons un objet de & 
dont nous démontrons qu'il est équivalent à iî|(^c")- On a besoin 
pour cela de la proposition et des lemmes suivants : 

Proposition 3.21. La catégorie Verv^,K\L^L est équivalente à la 
catégorie RepijiiiG*^^^) ,V erv^h) . 

DÉMONSTRATION. Notons C^ l'ensemble C^{1}. 
Comme l'injection de C^ dans C" est non caractéristique, la restric- 
tion à C^, d'un faisceau pervers sur C" est un faisceau pervers sur 
stratifié par le croisement normal. On a ainsi l'équivalence : 

On peut ainsi se placer sur C^ et non C". 
Notons que l'on a l'équivalence : 

r(c*^\^,^c^) ^ r(c*^\^{o}^,<Pc^ 

et comme la restriction à C*'^^^'^{0}^ du champ '^^l est constante, on 
a bien l'équivalence cherchée. 

Définissons une équivalence entre ces deux catégories. La définition de 
cette équivalence s'inspire du cas des faisceaux localement constants. 
Pour cela on se fixe (1, . . . , 1) comme point base de (C*)^"' et la famille 
{li}i<k-i comme système de générateurs de 7ri(C*'^^'), où les 7i sont 
les lacets : 

7.: [0,1] ^ 

t ^ (l_^,e2-*, !,...,!) 

i-l 
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On définit d'abord un foncteur de la catégorie Verv^*K\L(^L dans la 
catégorie VerVi^L . 

Verv^,K\Ly,^L — Verv^L 
T I — > T Ici 

Considérons maintenant l'application composée notée 7^ : 

^. : [0, 1] X C' (C*)'^-' X C' ^ C*^\^C^. 

Notons que la restriction de 7^ au fermé [0, 1] x {0} est un chemin 7ip, 
pour p e défini plus haut. 

On a le lemme suivant : 

Lemme 3.22. Soit T un faisceau pervers défini sur x C''" 

relativement à la stratification du croisement normal, alors 7i~^(^) est 
un faisceau pervers sur [0, 1] x C' relativement à la stratification produit 
du croisement normal avec [0, 1]. 

Ainsi, si est un faisceau pervers sur C**^~' x C', comme le faisceau 
est contant le long de [0, 1] on a l'automorphisme, noté 7i(^) suivant : 

7i : ^ |{l}'=-'xC'— iïi"^^) l{0}xC'— iïi"^^) l{l}xC'— ^ [{ijfc-'xC 

On note alors fi kl le foncteur de la catégorie Vervç,*k-i^0 dans la 
catégorie Rep{Tïi{G>*^~'-),Vervç,L^ défini par : 

jiKL- Vervc*K\LcL — > Rep{ni{€*^'^),VervQL) 
^ I — (-^ Ic^) {7i}i<fe-i) 
C'est une équivalence de catégorie. 

□ 

On a alors la proposition suivante : 

Proposition 3.23. L'image par du champ est équivalente 
à la donnée : 

V = ^{VervcK}K^i, {i^kl o Pc^,c*^\ixCi}{/firiM}| 

Démonstration. Définissons une équivalence dans 6* entre 
-Rs(^c) ®t 1^ définition de V, il suffit de définir pour tout 

K G {1, . . . ,n} une équivalence de catégorie : 

'^K ■ i^€^)pK VervcK 
et pour tout couple C L de parties de {1, . . . ,n} une équivalence 

'^KL ■ {iL*H^^€")pK VerVç;K\L([;L 
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et un isomorphisme de foncteurs ^kl '■ 



Îkl 



Vervr.K 



Verv^,K\LcL 



Nous n'allons définir ces équivalences et isomorphismes de foncteurs 
que pour les strates Sk et Sl suivantes : 

(C*)""'^ X {O}'^ et Sl = (C*)""' x {0}'. 



S 



K 

La généralisation à des strates quelconques n'est pas difficile mais 

nécessite de lourdes notations. 

Commençons par définir l'équivalence S^. 

Rappelons les notations données précédemment, si e = 

est un n-uplet, on note ê = {ei, . . .,en-k), ë = {Sn-k+i, ■ ■ • ,^n-«) et 

ë = {Sn-i+i, ■ ■ ■ ,£n)- De même la notation i?| désigne le produit des 

boules centrées en Xi et de rayon Si. On a alors l'équivalence suivante : 



PK 



21imr(5f X Bl X 5?,<Pc"; 



Mais comme, pour Si assez petit, chaque boule Bf^ est incluse dans 
C* et comme l'injection des boules centrées en zéro dans C est une 
équivalence d'homothopie stratifiée la 2-limite est constante et on a 
pour ê fixé : 

21imr(5f X Bl X Bl, ^c") - r(5f x C^ ^c") 



Et d'après le lemme 13.181 on a l'équivalence : 

On définit l'équivalence Ek comme la composée de ces trois équivalences. 
Considérons maintenant la fibre en pk du champ i]^^iL*iL^^€"- Comme 
ci-dessus on a l'équivalence : 

itK^tL*tl^V€r^)pK ~ 21imr(Sf X Bl X S?,îi,2-i^c") 

e 

et d'après la définition du foncteur on a l'égalité : 
21imr(5f X Bl X S?,iL,i^i<Pc'0 = 21imr(5f x 5f x {0}', i^'^Pc-) 
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OÙ B^* = B^n C*'^^'. Comme ci-dessus cette 2-limite est constante car 
l'injection des boules centrées en zéro est une équivalence homotoique 
stratifiée, on a donc pour ê fixé : 

21imr(5f X Bl* X {0}',ï^i^c") - r(5f X C*^-' x {0}',ï^i^c") 



Par définition de r(PF, C), on a : 

r{Bf X C*'^-' X {0}',i^^<Pc") ^ r(5f X C*'^-' X {0}',<Pc") 

Mais, comme Bf x B~^* x {0}' est fermé dans l'ouvert paracompact 
i?j X 5?* X et d'après la proposition 11.271 le foncteur canonique 
suivant est une équivalence : 



21imr(5f X C*'^-' X 5?,<Pc'0 ^ r(fif X c*'^-' X {o}',«p, 



*k—l 



Cette 2-limite est constante et le foncteur canonique est une équivalence : 
r{Bf X C*'^-' X C',<Pc") ^ 21imr(fif X C*'^"' x 5?,q3c") 



Mais d'après le lemme 13.181 on a : 



T{Bf X C*''-' X CqJc") - Verv^k 



Ainsi on a l'équivalence, notée Ekl '■ 

Pour finir la démonstration du lemme il reste à définir l'isomorphisme : 



PK 



Vervr.k 



Vervr*k 
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OÙ le foncteur du bas est la restriction usuelle. Considérons l'isomor- 
phisme suivant, il provient de la 2-fonctorialité des 2-limites projec- 
tives : 




2 lim T{BÎ X Bl x BI,^^^^) ^ 2 lim r{Bf x x {Oy,q3c")) 

(ê,ê,ë) 2 lim rjKL (ë/.ë) 

(£,£,£) 

Mais par définition du foncteur naturel d'adjonction on a l'isomor- 
phisme : 

r{Bf X BÊ X Bl, qjc") — r(sf X Bl* X {0}', q^c-) 



Id 




T{BI X Bl X Bl, ^c«) X X Sf, ^c-) 

011 le foncteur du bas est le foncteur de restriction. Par la suite nous 
considérerons la 2-limite de cet isomorphisme. On a de plus le mor- 
phisme suivant : 

r(Sf X Bl X Bl, «Pc") r(Sf X Bl* X Bl, ^c«) 




Verv^k 
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Ce qui définit par propriété universelle de la 2-limite inductive, un 
isomorphisme de foncteur : 

2 lim T{B( X Bl x ^c-) ^ 2 lim T{Bf x 5f x B?, <Pc") 

(ë,£,£) (£,£,£) 



En composant les isomorphismes précédents correctement, on obtient 
r isomorphisme ^kl cherché. □ 



CHAPITRE 4 



Catégorie et champ des faisceaux pervers sur C"^ 

Dans ce paragraphe on considère la catégorie et le champ des fais- 
ceaux pervers sur C" stratifié par le croisement normal. 

Dans un premier temps nous rappelons le résultat de M. Oran- 
ger, A. Galligo et Ph. Maisonobe qui démontrent l'équivalence entre la 
catégorie des faisceaux pervers sur stratifié par le croisement nor- 
mal et une sous-catégorie pleine de la catégorie des représentation du 
carquois Q„. Puis nous transformons cette équivalence de catégories 
en équivalence de champs : nous définissons un champ de carquois 
équivalent au champ des faisceaux pervers. La définition de ce champ 
utilise la description d'un champ sur un espace stratifié et plus parti- 
culièrement sur des propriétés données par la stratification du croise- 
ment normal. 

Rappelons et donnons quelques notations dont nous nous servons 
dans ce chapitre. 

Les strates de C" sont indéxées par les parties de {1, • • • , n}. Ainsi on 
note S Kl pour K partie de {!,••• , n}, la strate : 



SK = \{Mi 



1=1 



Mi = {0} siieK 



Soit ix l'injection de Sk dans C 




Pour tout X C {1, • • • , n} on note pk le point suivant : 




et tout p ^ K, Oïl note jKp le chemin de Sk défini par : 

(Xi{t) = sii e K 
Xi{t)^e^^''* i^p 




xAt) — 1 sinon 
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La famille {7ii-p} forment une famille génératrice du groupe fondamen- 
tal de la strate Sk- 

Dans cette section si K est une partie de {!,••• ,n}, k désigne son 
cardinal. 

On considère la notation suivante. Si Z, U, F sont des ensembles de 
C et J, K, L est une partition de {1, . . . , n} alors on note Z^U^F^ 
l'ensemble : 

{Mi = Z pour i e J 
Mi = U pour i e K 
Mi^ F pour i e L 

On donne des notations particulière à certain de ces ensembles : 



<L - [[M^^ Mi^{l} iiK 



Si K est un ensemble de {1, . . . , n} on note K son complémentaire dans 

K^{l,...,n}\K 



1. Equivalence de Galligo, Granger, Maisonobe 

Considérons la catégorie i?(c„) des représentations du carquois c„. 
Un objet de cette catégorie est la donnée, pour toute partie K de 
{1, ■ ■ ■ ,n\, d'un espace vectoriel Ek et, pour tout couple de parties 
[K, K U {p}) de deux applications linéaires : 

UKp '■ Ek Ekup 

DÉFINITION 4.1. Soit Cn la sous- catégorie pleine de la catégorie 
R{Qn) formée des objets tels que : 

(i) pour tout couple de partie oîe {1, • • • , n} K, K\J {p} on ait : 

Mxp — VKpUKp + Id soit inversible, 

(a) pour tout quadruplet K, K U {p}, K U {q} et K U {p,q} de 
parties de {!,••• ,n}, les applications linéaires uxp, uxq, UKp,q, 
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UKq,p et VKp, VKq, VKp,q, VKq,p dounées par le diagramme : 




vérifient les conditions suivantes : 

UKpUKpq = UKqUKqp, VKpqVRp = VXqpVRq, VKpqURqp = URpVRq 

Dans [7J, A. Galligo, M. Granger et Ph. Maisonobe ont démontré 
le théorème suivant : 

Théorème 4.2. La catégorie Verv^n des faisceaux pervers sur 
stratifié par le croisement normal est équivalente à la catégorie Cn- 

Ils démontrent ce théorème en définissant deux foncteurs «en et 
Pcn quasi-inverse l'un de l'autre. On ne donnera ici que la définition 
du foncteur «c"- 

«C" : Verv^n — > Cn 
Soit JF un faisceau pervers sur C", F de T est la donnée : 

• pour toute partie de {1, ■ ■ ■ , n}, de l'espace vectoriel {R^V^k^\^^ 
oii k est le cardinal de 

• pour tout couple K C KU{p} de parties de {1, ■ ■ ■ , n}, des fibres 
en zéro des morphismes naturels : 

UKp : (-R^rjjifc\E,_^)o — ^ (-^^'^^rj^ifup(^\^j^_JF)o 
VKp : {R^^^T^kuv^^^JF)q — > {R''+^T^^^,y}^^^_T)Q 

Cette donnée est bien un objet de C„. La condition {ii) est obtenue par 
fonctorialité des triangles considérés. 

Pour démontrer que la condition {i) est vérifiée, A. Galligo, M. Granger 
et Ph. Maisonobe démontrent les lemmes suivants : 

Lemme 4.3. SoitT un faisceau pervers surG'^ la restriction du fais- 
ceau R^V^K^,J^ à C-'^C* est concentré en degré k, de plus ce faisceau 

est constructible relativement à la stratification réelle [Jj Si fl R^C*. 

Comme Sx C R:^C*, la restriction à 5'^ de R^T-^K(j*J^ est un 
faisceau localement constant. On note E sa fibre en px et Mxp les mo- 
no dromies définies avec les chemins ■jxp- 
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Lemme 4.4. Pour tout p ^ K , on peut identifier la fibre en zéro 
des faisceaux R^V-^Kçi\^^ T et B!^V ^j^^^iT,} T avec la fibre enpx du 

faisceau RV-^k^»!F. De plus cet isomorphisme peut être choisi de façon 
à ce que le diagramme suivant commute : 



Pk 



Pk 



où le morphisme du bas est le morphisme naturel donné par le triangle 
distingué : 



T — ^RV 



DÉMONSTRATION. On peut supposer, sans perte de gcncralitc, que 
K — ■ ■ ,k} et p = k + \. On note K' = ■ ■ , /c + 1}. On a ainsi : 

R5C* = X Pk = (0, • • • , 0, 1, • • • , 1) 



r5r!.^^^c\r_ = r^ X ri X c\Rr'=+^ 

Notons Ç la restriction du faisceau R Tj^* ^ç.*™-/, 

Ç — R^V-^k^y^çit,n-kJ'')\(^ky^(^*n-k 

Soit i l'injection de x dans C". 

i-.&x C*"-'= ^ C" 

Démontrons tout d'abord l'existence d'isomorphisme ni et 712 tels que 
le diagramme suivant commute : 



]R*xC\R: 



R'=xRlxC\R: 

"2 
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OÙ les morphismes horizontaux sont les morphismes naturels. On a le 
diagramme commutatif suivant : 



R'=xC\R' 



{R 



fc + lT 



"IR''xHlxC\R' 



r({of +^ X c\]Rr''-\iî'=v,c.j,.-..F) 



r({o}'=+^ X c\R 



rt — k — l + 1 



(R 



- RfcxR;^ xC\R" 



Chaque morphisme vertical est un isomorphisme car la restriction des 
faisceaux rjj:^fc^(j-,yj^n— /c^et R ~^ "^ir^xr* xC\]r^~^*^^ ~'~ ^C\1R_ 
est constante. 

Considérons alors les morphismes naturels issus des triangles distingués : 



U''xC\R-xC*"-''- 



R^xR* xC 



R'^+^T, 



= xC\R" 



R'=xRlxC\R""'=' 

Leurs fibres en pj^/ est un isomorphisme puisque les complémentaires de 
respectivement R'' x C\R"~'' et R'' x RI x C\R""'' dans respectivement 
R^ X C\R_ X C*"~'=-i et R^ x CyRr'' ne contiennent pas vk<- Les 
isomorphismes et sont les composés des ces isomorphismes. 
D'après le lemme on a les isomorphismes naturels : 

^ ^ 'iJ' — R Y rr<k ^ rr'XTa"—'' R'^*Q 



R^xC\R""''' 
^^'^^^R'i xRl xCVR!!"''-^ 



-^°-'^C'=xC\R!l"'=' 
-^^ Tj^fc X RI C\ x R'^- * -^^ * ^ 



On peut alors appliquer le lemme plus général : 

Lemme 4.5. Soit T un faisceau localement constant sur C'^ x C*"-"'^. 
Notons E sa fibre en px et M sa monodromie définie par le lacet '~fk+i- 
Alors on peut identifier les fibres enpx' des faisceaux R^T ^ky^^^^^y^^^Ri^^J^ 
et R^V^ky-^* y^*Ri^T à E de façon à ce que le diagramme suivant com- 
mute : 



''xCVR-X 



C;*Ri*J^)pj,, 



{R'T 



C'=xR* x 



E 



M-Id 



E 



□ 



Pour démontrer que les applications UKp et VKp vérifient la condition 
{i) de la définition 14. Il il suffit alors de rappeler que l'on a le diagramme 
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commutât if suivant : 

UKp 

2. "Stackification" sur 

Dans cette partie, nous définissons un champ sur C" stratifié par 
le croisement normal équivalent au champ . On utilise pour cela la 
proposition 15.41 

Définition du champ €c"- Nous allons donc définir un champ 
de catégorie de carquois, (£„, sur C" strictement constructible relative- 
ment à la stratification du croisement normal, on utilise pour cela la 
proposition 15.41 

Sur chaque strate Sk on se donne la catégorie Ck oii k est le cardinal 
de K. Pour tout couple L G K de parties de {1, ■ ■ ■ ,n} il faut donc se 
donner un foncteur Flk '■ 

FLK:Ck—*RepMC*'-'),Ci) 

Rappelons que la catégorie i?ep(7ri(C*^^'), C^) est équivalente à la ca- 
tégorie dont les objets sont des objets de Ci munis de k — l automor- 
phismes, ainsi un objet de Rep{'7ii{C*^~^),Ci) est la donnée : 

• pour toute partie J de L d'un espace vectoriel noté Ej 

• pour tout couple de parties J C J\j{p} de L de deux applications 
linéaires : 

Ujp ■ Ej > Ejp 

Vjp ■ Ejp > Ej 

• et pour toute partie J de L de k — l endomorphismes : 

Mji -.Ej-^Ej 

qui commutent aux applications ujp et vjp. 

DÉFINITION 4.6. Soient K et L deux parties de {1, ■ ■ ■ ,n} telles 
que K D L, on note Flk l& foncteur défini par : 

Flk: Ck — Rep{Ti^{€*^-')A) 

({^j}jCi^, {Wjp}, {Vjp}) I ' ({^j}jCL, {Wjp}, {Vjp}, {Mjp}p^j) 

où k = \K\ et Mjp est l'endomorphisme de Ej : 

Mjp = Vjp o Ujp + Id 
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Les conditions (ii) de la définition 14.11 de la catégorie C„ assurent que 

Mjp commute aux applications uj^ et vjp. 

Exemple 

Pour n = 2, S^i^ et S{2} sont les strates = {0} x C* et S'a = C* x {0} 
et i^{i2}{i} est le foncteur : 



'{i2}{i} : 



«{1}2 

El ^ Ei2 

'{1},2 



Rep{Tii{C*)A) 

El ^ A^{1}2 



Eo 



E,^ 



Soient maintenant un triplet, J Ç. K Ç. L de partie de {l,---n} 
considérons le diagramme suivant : 



C, 



FjL 



Rep{ni{C^-^),Cj 



Fkl 



Rep{7ri{€*>^-'),Ck) 



Rep{7ri{C*''~^),Rep{7ii{C*^~''),Cj)) 



D'après la remarque 13.141 la catégorie 

Rep{7ri{€*''~'-), Rep{'ïïi{C*^'''),Cj)) est formée d'objets de Cj munis de 
/ — j automorphismes. 

Le morphisme du bas est bien un isomorphisme puisqu'on a bien 



c 



*k—l 



X 



Pour comprendre le foncteur Rep {ni {G*'' '■),Fjk) explicitons le dans 
le cas de la dimension deux, avec J = 0, K = {1} et L = {1,2}. On a 
alors S^ = C* X C*, S{i} = {0} x C* et S{i,2} = {0} x {0}. Le foncteur 
Rep{7ii{C*''~''), Fjk) est alors le foncteur suivant : 



Rep{7ri{C*),Ci] 

El ^ A^{1}2 



E^^ 



M, 



02 



RepiniiC*),RepiniiC*),Ci) 



M01 

-É/0 ) A/02 
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Il apparaît alors clairement que le diagramme précédent commute, c'est 
à dire qu'on a l'égalité : 

VoFjL = i?ep(7ri(C*^-'), Fjk) o Fkl 

ainsi la famille {{Ck}, {Flk}, {^d}) est un objet de &. 

DÉFINITION 4.7. On note le champ image par de l'objet de 
(3* défini par la donnée : 

- pour toute strate Sx de C" de la catégorie Ck, 

- pour tout couple de strates, Sk et Sl, telles que Sk C Sl, du 
Joncteur F^k, 

- et pour tout triplet de strates Sj, Sk, Sl tel que J Ç. K Ç. L du 
morphisme de Joncteur Id. 

Théorème 4.8. Le champ C„ est équivalent au champ 

DÉMONSTRATION. Pour démontrer ce théorème nous allons en fait 
définir une équivalence dans &ç.„ entre iï'*(^c") et {{Ck}, {Flk}, {Id})- 
On rappel que : 

R'i^cr^) ~ [{VerveK}Kci,{liKL 

Ainsi il faut définir pour tout K C {1, . . . ,n} une équivalence entre 
Verv^K et Ck- Nous utilisons évidemment les foncteurs «c/f définis par 
Galligo, Granger Maisonobe. Nous devons aussi définir pour tout couple 
de strates {Sk, Sl) tel que Sk C Sl, un isomorphisme de foncteur : 



VervcK 



Rep{ni{(C*''-^),VervcL) 



C 



K 



Flk 



iîep(7ri(C*'=-'),az,) 



i?ep(7ri(C*'^-'),CL 



qui vérifient des relations de commutation. 
Rappelons les définitions des foncteurs aK et fiKL- 
L'image par ok d'un faisceau pervers JF sur est la donnée : 
• pour toute partie J de K, de l'espace vectoriel 



{R^^(nJC\n-)nc'<^)pKJ 
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• pour tout couple J Ç J \J {p} de parties de K, des fibres en px 
des morphismes naturels : 

Soit maintenant JF un faisceau pervers sur image par hkl de 
T est donné par : 

IJ^KL- Verv^Lc*K\L : — > Rep{-ni{€*^^^),Verv^L) 
^ I — ' (-^|ci,{7i}) 
oii 7j sont les isomorphismes définis par : 

avec 7i l'application : 

7i : [0, 1] X ^^^^ (C*)'^-' X ^ C*^\^C^. 
et 7j le chemin : 

7p: [0,1] C*'^-' 

t ^ (l^_^,e2-*,l--- ,1) 

Notons que la restriction de 7j à [0, 1] x {0}' est 7^^ pour un p G K\L. 
Ainsi pour définir les isomorphismes ax l il faut définir un isomorphisme 
fonctoriel entre les objets : 

peL\J peK\L 

et 

{{R^^ {U'Lc\u^)ncL^ \cl)pk}jcl' {'"Jp''^Jp} ^cl^, {^jp} ^^l^) 

011 ujp et vjp sont respectivement les fibres en des morphismes natu- 
rels : 

et 011 u'jp et v'jp sont respectivement les fibres en px des morphismes 
naturels : 

-^'''^^^(R:^'^''c\R_)nci'(-^ Ic^) ^ -^■'^"^^(R£Rl-tî'>c\R_)nc^(-^ Ic^) 
et 011 Mjp est d'après le lemme l44l la monodromie de la restriction à Sj 
du faisceau R^T^j(^,J^, définie par le chemin ■jjp, et Mj^ est l'image par 
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iîep(7ri(C'^~'), «i) de l'isomorphisme 7^ tel que la restriction à [0, 1] x 
{0} de 7j soit égale à 7jp. Ainsi M'j^ est l'endomorphisme : 

Commençons par identifier fonctoriellement {{R-^^u-' c\U-^)o} j^j^ 
et {{R-'^u-' (c\R_n€'^'^ lc^)pif } jcii-' cette manière on identifiera aussi 
{ujp} avec {u'jp}. 

Rappelons que, d'après le lemme 14.4^ on a l'isomorphisme naturel : 

{R^^RiC\U-^)o - {R^^Ri€\U.^)pK 

L'isomorphisme que l'on cherche est la composée de cet isomorphisme 
et de l'isomorphisme donné par le lemme suivant. 

Lemme 4.9. Soit T un faisceau pervers sur C" relativement au 
croisement normal. Pour tout couple K G L de parties de {1, ■ ■ ■ ,n} 
les complexes suivants sont fonctoriellement isomorphes : 

{RT^K^\^^_T) Ici — R^ {W£c\Wi-)r\CL{^ Ic^) 

DÉMONSTRATION. Définissons tout d'abord un morphisme naturel 

hk de {RT^Kc\^_T) Ici dans RT ^j^k^\j^_)ç^^l{J^ 

uk ■ (-RrR5c\R_-^) Ici — ^ R^(R^c\U-)r\C'-i^ Ic^) 
Notons j l'injection de C'^ dans C" : 

j : ^ C" 

On a l'égalité : 

R^WfcXR-^ = R'Hom{Ç^Kç,\j^,J^) 
où Ç est le faisceau constant sur C" de fibre C. On a alors le morphisme : 

j-^Rnomç{Çj^Kf^\j^_,T) — y RHomj-iç{j-\Çj^Kc\j^_), T^J^) 
Mais comme ]R5C\]R_ est localement fermé, on a l'isomorphisme : 

Comme l'image inverse d'un faisceau constant est un faisceau constant 
on a bien : 

i?Homj-iç((j"^Ç)(j^Kc\]a_)nci5 J "^•^) = R^(Ri^c\U-)n€Li^\€i^) 

La composition de ces morphismes est le morphisme uk- 

Montrons maintenant que Uk est un isomorphisme. 

Considérons pour cela la restriction à C'^ du triangle distingué suivant : 



2. "STACKIFICATION" SUR C" 87 
Comme C"\(C\R") est la réunion disjointe : 

C"\(C\R^) = ]J H^'C\R_ 

le triangle distingué devient : 

Vu la définition des morphismes uk, le triplet ( uk, Id, rif^ est un 
morphisme de triangles : 

®K^%i^^'R^€ \R_-^)|ci ^^Ic^ ^ {R^ C\Wl^)\g^ 



M 



"0 



®K^ll)i^^n'^€ \R_)nCi (•^Ici) 

Pour montrer que, pour tout K, le morphisme Uk est un isomorphisme 
il suffit donc de montrer que le morphisme est un isomorphisme. 
Mais d'après le lemme 14.31 les complexes RTc\r^J^ et iîFc^RnncijF 
sont concentrés en degré zéro. Il suffit donc de démontrer que h^{n%) 
est un isomorphisme. Notons que : 

ou i et i' sont respectivement les injections de (C\R_)" dans C" et 
(C\R_)" n dans C^. On prend la restriction de /i°(J^) car (C\R_)" 
est inclus dans 5*0. 

Supposons maintenant que L = {1, ■ ■ ■ ,1}. Soit x = (xi, ■ ■ • , x;, 1, ■ ■ • , 1) 
un point de C^. On a 

(r(c\E,_)"^)x ^ \imT{Bl,i,i-'h\T)) 

e 

OÙ la limite parcourt les ra-uplets réels positifs, et oii est le poly- 
disque centré en x et de polyrayon e. D'après la définition du foncteur 
i on a : 

lim^r(5^,z,z-i/iO(J^)) ^ lim^r(5^n (C\R_)",î-i/i°(J^)) 

^ hm^ r(5| n (C\R_y X B(, i~^h^{J^)) 

Ainsi comme h^{J-') est localement constant et comme pour e assez petit 
-B| n (C\R_)' X Bf est une réunion disjointe d'ouverts contractiles la 
limite est constante et isomorphe à : 

r(5|n(c\R_)' X 
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Calculons maintenant la fibre en x du faisceau R^V ^\^^nç^^L{T\(^L) . 

~ limr(5| n (C\EL) X {1}^^-', h\T)) 

Comme, pour tout £, -B|n(C\RL) x est un fermé dans un ouvert 

paracompact on a l'isomrphisme : 

iimr(5|n(c\RL) X {iy'-\h^{j^)) ~ iimr(5|n(c\EL) x Bi,h^{j^)) 

Et pour les mêmes raisons que ci-dessus, cette limite est constante et 
isomorphe à : 

r(s|n(C\R_)'xsf,/iO(^)). 

Ce qui finit la démonstration. 

□ 
□ 



CHAPITRE 5 



Applications aux arrangements génériques de 

droites 

Dans ce chapitre nous reprenons la construction faite dans le cha- 
pitre précédent pour l'appliquer au cas de stratifié par n droites en 
position générique. Cette généralisation est possible car d'une part la 
stratification considérée est localement un croisement normal et d'autre 
part les voisinages tubulaires des strates sont homéomorphes à des pro- 
duits. Une étude des sections globales du champ ainsi construit nous 
permet alors de démontrer l'équivalence de la catégorie des faisceaux 
pervers sur relativement à cette stratification et d'une catégorie de 
représentations du carquois associé à cette stratification. 

Soit -Di, ■ ■ ■ , -D„, n droites en position générique dans C^. On considère 
la stratification E de C^ associée définie par : 

s0 = c^(nr=iA) 

Sw = A\(U,v.Anz^,) 

E{y} — Dif] Dj 

Considérons Cs le carquois associé à cette stratification. Pour deux 
droites on obtient un croisement normal. Pour trois droites le carquois 
Ce est le suivant : 
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On note J l'ensemble |0, {{0},<„, },<,<„}• Pour tout K el, 

on note alors ix l'injection de dans C^. 

Comme pour le croisement normal on a la proposition suivante : 

Proposition 5.1. Le champ, des faisceaux pervers relative- 
ment à la stratification S est un champ strictement constructible. 

DÉMONSTRATION. La démonstration s'appuie sur les mêmes argu- 
ments que dans le cas du croisement normal. 

La restriction à Ej^ du champ ^Pc^i est constant puisque les strates Ej^ 
sont des points. La restriction à E0 est elle aussi constante puisque qu'il 
s'agit du champ des faisceaux localement constants sur E0. Considérons 
maintenant la restriction de à Ej. On peut supposer sans perte de 
généralité que A = C x {0} et que la strate Ej est le produit : 

E, = C\(U,y,p,) X {0} 

où {pj,0) = Eij. 

Considérons le voisinage de Di défini par : 

K = {(2:1, 2:2)! 1^211 < e} 

Lemme 5.2. Pour e assez petit le voisinage = ^ {^j^iDj) 

est homéomorphe, par un homéophisme stratifié noté h, au produit : 

C\(U,^,p,) X C 

et la stratification induite est le produit du croisement normal par 

c\(u,y,p,-)- 

On a évidemment l'égalité : 

Or, comme h est un homéomorphisme stratifié, le champ est 
équivalent au champ /i~^(^c\(Uj^iPj)) 

011 ^c\(Uj^jPj) est le champ des faisceaux pervers sur 
C\{Uj^iPj) X C stratifié par la stratification produit du croisement nor- 
mal et de C\{Uj^iPj). Mais, d'après le lemme IXT^ ^c\(Uj^,pj) est lui 
même équivalent au champ 011 est le champ des faisceaux 

pervers sur C, stratifié par le croisement normal, et p est la projection : 

p : C\(Ui^,p,) X C ^ C 
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On a déjà montrer que le champ était strictement constructible, 
ainsi d'après le lemme lïï.lUl le champ est strictement construc- 
tible relativement à la stratification produit. Ce qui démontre que 
Isi est bien un champ constant. □ 

On a aussi : 

Lemme 5.3. Soit Sx et E^, 2 strates, K et L appartiennent à X, 
telles que Sk C Sl (c'est à dire telles que K D L), on note k et l les 
cardinaux de respectivement K et L. Soit (ti un champ constant sur 
Sl de fibre C, alors le champ i~^iL*'^L est constant de fibre équivalente 
à Rep{7ii{{<C*y^''),C) . Cette catégorie est formée d'objets de C munis 
de k — l automorphismes. 

DÉMONSTRATION. Localement on est dans le cas du croisement 
normal, de plus les voisinnages tubulaires des strates sont homéomorphes 
à des produits de la strate par les boules. On peut ainsi appliquer di- 
rectement la démonstration du croisement normal. □ 

Comme dans le cas du croisement normal on en déduit la proposi- 
tion suivante : 

Proposition 5.4. La 2-catégorie des champs strictement construc- 
tibles sur C^, stratifié par S est 2-équivalente à la 2-catégorie &^ dont 
• les objets sont donné par : 

- pour tout K C I, une catégorie Ck, 

- pour tout couple {K, L) de parties de tel que L (Z K , un 
Joncteur Fit : Ck ^ Rep{7ii{{C*)''-'),CL), 

- pour tout triplet {K, L, M) de parties de 1^ vérifiant M C 
L G K un isomorphisme de Joncteurs Xklm 



C 



K 



Rep{7r,{{C*f-^),CL 



Fmk 



iîep{7ri(C*'=-'),i^A/L) 



i?ep(7ri((C 



*\m—k 



M) 



H Vlr. 



i?ep(7ri((C 



*\k—l\ 



Rep{ni{{€ 



*\l—m\ 



Cm)) 



tels que, pour tout k > l > m > p les deux morphismes que Von 
peut définir entre les joncteurs : 



Repi7r,{€*'-'),Repin^{€*"'-P),F,,^))oRep{n,{C*'-''),F^i)oFi 



Ik 



et 

*k-—m\ 



Rep{7r,{C*''~n,Fpk) 
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soient égaux. 

• pour deux objets ({C^}, {Flk}, {A^lm}) et ({C^}, {F'^k), {>^'klm}) 
un Joncteur est donné par : 

- pour toute strate Sk, un Joncteur Fk '■ Ck Cj^ 

- pour tout couple de strates {Sk, Sl) tel que Sl ^ Sk, un 
isomorphisme de Joncteur Jkl '■ 

Jkl : F'^j, o Fk ^ i?ep(7ri((C*)^-'), Fi) o Flk 

tels que les deux morphismes que l'on peut déjinir entre les 
Joncteurs : 

Rep{MC*'-'),F:^i)oFi,oG, 
et 

i?ep(7ri(C*'=— ),GjoF^, 

soit égaux. 

• Les morphismes entre deux tels Joncteurs sont les données pour 
chaque Sk d'un morphisme de Joncteurs '■ Gk G'/, tels que 
le diagramme suivant commute : 

F'ki o Gk -^'Rep{n,{€*'^-^), Gi) o Fi^ 



Kl O G', ^ Rep{n,{(C*'-^), G[) o F,, 

9kl 

Comme dans le cas du croisement normal, on définit un champ 
£s équivalent au champ Les données d'un objet de (3|] étant des 
données locales, et la stratification étant localement le croisement nor- 
mal, on peut réutiliser les données définies dans le chapitre précédent. 
On considère alors Ck, Flk pour [K, L) e 2^ les catégories et foncteurs 
définis dans le chapitre précédent. 

DÉFINITION 5.5. On note €-e le champ image par de l'objet de 

©s déjini par la donnée : 

- pour toute strate Hk de C^, de la catégorie Ck, 

-pour tout couple de strates, {T,k,^l), telles que S/, C Hk, du 
Joncteur F^k, 

- et pour tout triplet de strates (Ej,Ex,Si) tel que J Ç. K C. L, 
du morphisme de Joncteur Id. 

Théorème 5.6. Le champ €s est équivalent au champ 
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DÉMONSTRATION. Encore une fois, la démonstration de ce théorème 
étant locale on peut tout à fait appliquer la preuve du cas à croisement 
normal. □ 

Considérons la catégorie -R(cs) des représentations du carquois cs- 
Les objets de cette catégorie sont des familles 



{{Ek} 



oii Ek est un espace vectoriel, et uki et vki sont des applications 
linéaires : 

Uki '■ Ek — ^ Ekui 
Vki '■ Ekui — ^ Ek 

DÉFINITION 5.7. On note la sous catégorie pleine de la catégorie 
des représentations du carquois -R(ce) dont les objets 



{{Ek}k€I, {uki,vki}^ 



vérifient les conditions : 

(i) pour tout couple {K U {p},K) appartenant à l'application 
linéaire : 

Mjp = vipUip + Id 

soit inversible, 
(a) pour tout couple {i,j) G {1, . . . on ait : 

U{i}jUtDi = U{j}iUil,j, V^iV{ijj = V(l)jV{j}i, V{i}jU{j}i = UtDiViUj, 

(m) pour i G {1, . . . ,n} les applications linéaires Mf^i commutent. 

L'étude de la catégorie des sections globales de ce champ nous per- 
met de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 5.8. La catégorie Verv^, des faisceaux pervers sur 
stratifié par S est équivalente à la catégorie Cs . 

DÉMONSTRATION. D'après le théorème 15. 6[ il suffit de démontrer 
que la catégorie des sections globales de (îs est équivalente à C^. Les 
objets de la catégorie des sections globales de Ce sont les familles 



on les Pk sont des objets de 

Rep{7ii{T,K),Ck), et les ukl sont des isomorphismes : 

^^KL '■ iK*FLK{PK) ^ iK*VKL{PL) 
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qui vérifient des relations de compatibilité. Pour pouvoir expliciter cette 
catégorie nous avons donc besoin de connaître la topologie de chaque 
strate. On doit aussi expliciter les sections globales des foncteurs natu- 
rels iK*VKL- 

Les strates Sjj sont des points. Ainsi iîep(7ri(Sjj), C2) = €2- 
Les strates Ej sont isomorphes à C privé de n — 1 points. Pour cha- 
cune d'entre elle on fixe un point base et pour tout j 7^ i un lacet ■jij 
contournant Ej^. La famille {pfij)j^i est un système de générateurs du 
groupe fondamental de Ej. Les objets de la catégorie i?ej9(7ri(Ej), Ci) 
sont donc des objets de C2 munis de n — 1 automorphismes. Si P est 
un objet de Ci : 

u 

p= e:z^f, 

V 

un automorphisme de P est donné par deux endomorphismes 
M : E ^ E et N : F —>■ F qui commutent aux applications u et 
V. On note Mij et Nij les endomorphismes associés aux lacets 7^^. 
Pour la strate E0 on a le théorème suivant : 

Théorème 5.9. Soient A un arrangement d'hyperplans dans C^, 
p un point base du complémentaire de A dans et {7î}i<n une fa- 
mille de lacets contournant chaque droite de l'arrangement, alors le 
groupe fondamental du complémentaire de A est le groupe commutatif 
engendré par la famille {7i}i<„. 

DÉMONSTRATION. Voir [24j chapitre 3 section 2. □ 

Fixons donc un point base et pour tout i < n un lacet ji contour- 
nant la droite Di. Les objets de i?ep(7ri(E0), i?t>) sont donc des es- 
paces vectoriels munis de n endomorphismes qui commutent. Comme 
ci-dessus, on note Mj les endomorphismes associés aux lacets 7^. 

Considérons maintenant les foncteurs naturels d'adjonctions. 

Lemme 5.10. Pour tout k < n, la section globale du foncteur d'ad- 
jonction rj0 : 

r(C2,i0,r/j-0) : r(C2,Z0,lî:0) — > V(S?Aj,ifi%X%) 
est naturellement isommorphe, pour e assez petit, au foncteur suivant : 

r(E0,€0) r(T,nE0,(r0) 

|e,{Mk},<„} ^ |E,{M0i},<„} 
où Te est un voisinage tubulaire de E^ . 

Pour j < k < n, la section globale du foncteur naturel ij*f]{jk}{j} Gst 
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naturellement isomorphe au suivant : 



P, Mjk, N,k 



DÉMONSTRATION. Montrons la première assertion. On peut sup- 
poser sans perte de généralité que Dj = C x {0}. Par définition des 
2-foncteurs et î-,* le foncteur naturel 77^0 est le foncteur naturel : 

Vjfè ■ r(S0,(£0) — > r(Sj,z0*(ï:0) 

Ce morphisme se factorise par la 2-limite : 

2 lim r([/, i0^,(£0) 

Or d'après la proposition 11.271 le foncteur naturel : 
2 lim T{U,i^X0) — ^ r(Sj,i0C0) 



est une équivalence. De plus les voisinages tubulaires de forment 
une base de voisinage de S^- et, pour tout e, les voisinages sont 
homotopiquement équivalents, par une équivalence stratifiée. Ainsi la 
2-limite est constante et, pour e assez petit, le foncteur naturel est une 
équivalence : 

T{T^,i0(t0) — > 2 lim T{U,i(i,Xiii) 
et par définition du foncteur ^0, on a l'égalité : 

r(T„ï0,c:0) = r(T,nS0,c:0) 

Ainsi, nous avons l'isomorpliisme suivant : 

r(S0, (Î0) ^ i(DX$) 



Id 



r(S0, (£0 



r(T,nS0,C0) 



oii le foncteur du bas est le foncteur de restriction. Or d'après le lemme 
15.21 Te n S0 est homéomorphe au produit C\{Upk) x C*, ainsi les objets 
de r(Te n S0, £0) sont des espaces vectoriels munis de n — 1 automor- 
phismes et le foncteur de restriction est bien le foncteur décrit dans le 
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lemme. 

Considérons maintenant le foncteur suivant : 

Par un raisonnement analogue au précédent on montre qu'il existe un 
isomorphisme : 



r(s,,e:i) 



Id 



où le foncteur du bas est la restriction. On retrouve bien le foncteur 
annoncé. □ 

Un objet de Cs est donc donné par : 

- un espace vectoriel E muni de n endomorphismes notés Mi, . . . , M„ 
qui commutent, 

- pour tout i < n, un objet de Ci : 

Ui 

Pi = Ei ^ . Fi 

Vi 

avec n — 1 automorphismes, c'est-à-dire n — 1 couples d'automor- 
phismes notés {Mij, Nij)j^i : 



Mij : Ei 

^ij ■ Fi 



E, 



rappelons que Vi o Ui + Id = Ma est inversible, 
pour tout ensemble {i, j} G X un objet de C2 '■ 




rappelons que selon la définition de la catégorie C2 les applications 
linéaires suivantes : 



o Uijk + Id^ Mijk tijk o Wijk + Id^ N, 



ijk 
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sont inversibles. 

- pour tout i < n une application linéaire inversible ôi : E ^ Ei 
vérifiant pour tout j < n : 

(5) ô-'M,jô^ = 

- pour tout couple {i,j} G X, trois applications linéaires inver- 
sibles : 



aij : 


- 


Eij 


Pij ■ 


F, - 


% F'- 


lij ■ 


E - 


Eij 



qui vérifient les conditions suivantes pour k = i on k = j : 

(6) aT^^M,,kaij = Mik, Pij^NijkPij = Nik, M.juHj = M^, 

les relations de commutations des isomorphismes de foncteurs 
donnent la relation : 

On note A le foncteur de la catégorie des sections globales dans la 
catégorie Ce : 

A:^(C^Cs)-^Cs 
qui à un objet tel que nous l'avons décrit associe la famille : 

où les applications linéaires u[, v[, Uij et vij sont définies par : 

M- = UiOÔi V[ = 5^^ O Vi 

Uij = Wiji o pij Vij = (3ïj^ o tiji sii<j 
Uij = Wijj o pij Vij = P~j^ o tijj sii> j 

Cette famille est bien un objet de C^. En effet les conditions (i) et (ii) 
de la définition de Cs sont vérifiées par définitions des catégories Ci et 
C2. Quant à la conditions {iii), elle est donnée par les relations ([5]) et 
iQ et par la commutation des Mj. 

Définissons un foncteur A quasi-inverse de A. Ce foncteur associe à un 
objet |{Eii-}i^6j, {uki,vki}^ de Cs l'objet défini par : 

- pour la strate S0, l'espace vectoriel E et des n automorphismes 
M^i = ViUi + Id, 

- pour la strate Sj de l'objet de Ci : 

Ui 

E'ZI^Fi 
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munis pour des n — 1 endomorphismes de E, avec i < n, et 
des n — 1 endomorphismes de Fj, M{j}j = VijUij + Id, avec i < n. 
pour la strates Ej^, l'objet de C2 ■ 



E 



Uij 






Vij 




Vi 


Uji 






— 



Gij 
i \ 



\ i 



- et enfin pour toutes les strates par l'identité. 
La composée A o A est l'identité de la catégorie Cs- 
Si maintenant P est un objet de la catégorie r(C^, (ts) avec les mêmes 
notations que ci-dessus, alors les isomorphismes 5i, aij, fiij et 7^- forment 
un isomorphisme entre P et AA(P). □ 



CHAPITRE 6 



Applications aux variétés toriques lisses 

Soit S un éventail régulier et la variété torique associée. Le but 
de ce chapitre est de définir un champ sur strictement constructible 
relativement à la stratification donnée par l'action du tore équivalent 
au champ des faisceaux pervers sur X^, relativement à la même strati- 
fication. Cette construction se basera sur le chapitre précédent et sur 
le lemme 11.261 En étudiant les sections globales de ce champ nous don- 
nerons alors une sous-catégorie pleine de représentations de carquois 
équivalente à la catégorie des faisceaux pervers sur X-^ stratifiée par 
l'action du tore. 

1. Rappel sur les variétés toriques 

Dans ce paragraphe nous donnons quelques définitions concernant 
les variétés toriques. Pour les démonstrations le lecteur pourra se re- 
porter à [17] [6] ou à [5]. 



1.1. Cônes et variété torique afRne. 

Soient V un R-espace vectoriel et C V un réseau, on note V* le 
dual de \^ et M = Hom{N, Z) le dual de N, en pratique on prendra 
toujours N = li^. 

DÉFINITION 6.1. Un cône convexe polyédral a est un ensemble : 

{Xivi + ■■■ + XsVs G I A, > 0} 

où la famille Vi est une famille finie de vecteur de V , cette famille est 
une famille génératrice du cône a et on note : 

cr =< fi, ■ ■ ■ ,Vs> 

La dimension de a est la dimension de l'espace affine engendré par 
le cône o. On note à le dual du cône a : 

à = {u eV* \<u,v >> 0,\fv E a} 
99 
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DÉFINITION 6.2. Une face d'un cône convexe polyédral a est soit 
0, soit a, soit un sous-ensemble de a tel qu'il existe un hyperplan H 
vérifiant : 



On appelle sommet d'un cône une face de dimension zéro, arrête 
d'un cône une face de dimension un et facette une face de codimension 
un. 

DÉFINITION 6.3. On dit qu'un cône convexe polyédral est stricte- 
ment convexe s'il admet {0} comme sommet. 

On a les propriétés suivantes 

- Une face d'un cône convexe polyédral est aussi un cône convexe 
polyédral. 

- Toute intersection de faces est une face. 

- Le dual d'un cône convexe polyédral est un cône convexe polyédral. 

DÉFINITION 6.4. Soit a =< Vi, . . . ,Vn > un cône strictement convexe 
polyédral de dimension n. Un vecteur g est dit entrant normal à la fa- 
cette < vi, . . . , Vi-i, fj+i, . . . ,Vn > s'il vérifie les conditions : 

- < g, Vj >= pour j 7^ i, 

- et < g, Vj » 0. 

Dans tout ce qui suit, si ci =< t»!, . . . , f„ >, un vecteur entrant normal 
à la facette < vi, . . . , Vi-i, fj+i, . . . , f„ > est noté gi. 

Proposition 6.5. Soient a =< vi,...,V}^ > un cône polyédral, 
strictement convexe de dimension k, Vk+i, ■ ■ ■ ,Vn des vecteurs tels que 
la famille {vi}i<n soit une base de et gi, . . . , gn des vecteurs entrants 
normaux aux facettes de < Vi, . . . ,Vn > , alors 



Démonstration. Cette proposition et sa démonstration sont une 
généralisation du théorème 2.1 chapitre 5 de [5] et de sa démonstration. 
On note â =< gi, . . . , gk, ±gk+i, .. .±gn>, soit x e à. 



avec Aj > pour i < k. Alors par définition des vecteurs entrants 
normaux aux facettes on a, pour i < n : 



cr n 7^ etaCH^ ou a C H 



&=< gi,..., gk, ±gk+i, ...±gn> 



n 




< x,gi >= Xi < gi,Vi >> 0. 
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Ainsi à" C (T. 

Soit maintenant x & a tel que x ^ à. 



X 

i=l 

Comme a; ^ â il existe 1 < j < k, tel que \j < 0, mais dans ce cas 

< X, Vj >= Xj < gj, Vj ><Q 
d'oii la contradiction. □ 

DÉFINITION 6.6. On dira qu'un cône a est rationnel si on peut 
prendre des générateurs de a appartenant à N. 

Si (7 est rationnel, son dual a l'est aussi. 

Proposition 6.7 (Lemme de Gordon). Soit a un cône convexe 
rationnel, alors le semi-groupe a H M est engendré par un nombre fini 
d 'éléments. 

Pour tout a — {ai, ■ ■ ■ , a„) G Z", on note 

Soit alors C[a] la C— algèbre définie par : 

€[a] = 1^ A„X" I A„ = si a ^ à n m| 
On note la variété affine : 

= Spec(C[a]) 

Choisir un système de générateurs du monoïde aPlZ" permet de plonger 
la variété X^ dans . En effet si Vi, . . . ,Vk est une famille génératrices 
de (T n alors X^'^ , ■ ■ ■ , X"" est un système générateur de la C-algèbre 
C[(t]. On a alors l'identification : 

cM^c[ei,---,a]// 

oii / est le noyau du morphisme d'algèbre : 

c[6,---,a] c[x^\...,x^>'] 

Proposition 6.8. La variété Xa- est lisse si et seulement s'il existe 
un système de générateurs de a que l'on peut compléter en une hase de 
Z". 

Exemples 
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- Soit a = {0}, on a alors â = d'où 

C[(7]-C[Xi,...,X„,X-\...,X-i] 
Ainsi est isomorphe à (C*)". 

- Soit X = et cr =< 61,62 > 011 {61,62} est la base canonique 
de R^, alors â — a ei 

C[a] = C[Xi,X2] 

ainsi X^^€'^. 

- Soit y = R2 et o- =< (1,0), (1,2) >, le semi-groupe a fl Z" est 
engendré par (1, 0), (1, 1), (1, 2). La variété est alors : 

X^ = {{u,v,w) G C^l uw = f^} 

Un morphisme de semi-groupe a fl ^ ci' H induit un morphisme 
de C- algèbre C[a] — >• C[(t'] et ainsi un morphisme de variétés X^' — > X^. 
En particulier si r est une face de a alors o-nZ" est un sous-semi- groupe 
de f n Z", ce qui induit un morphisme Xt- — > X^. 

Lemme 6.9. Si T est une face de a l'application induite X-j- —>■ X^- 
est une injection et identifie X^. comme un ouvert de zarisky de X„. 

1.2. Eventail et variétés toriques. 

DÉFINITION 6.10. Un éventail A est un ensemble fini de cônes 
strictement convexes, polyédraux et rationnels vérifiant les propriétés 
suivantes : 

(i) toute face d'un cône appartient à A, 

(a) l'intersection de deux cônes de A est une face de chacun des 
deux cônes. 

Remarque L'ensemble constitué de toutes les faces d'un cône est 
un éventail. 

DÉFINITION 6.11. Soit A un éventail, on note X/^ la variété algébrique 

formée de l'union disjointe des variétés X^ pour tout o" G A recollées 
comme suit : pour deux cônes a et t de A on recolle X^ et Xf le long 
de l'ouvert de Zarisky X^^r- 

La compatibilité des morphismes de recollement est donnée par la 
correspondance de l'inclusion entre les cônes et les variétés associées. 
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2. Description du champ et de la catégorie Verv/^ 

Dans le paragraphe qui suit on note A un éventail, vi, • ■ ■ ,Vk les 
vecteurs primitifs qui engendrent les cônes de dimension un appar- 
tenant à A, et X l'ensemble des parties / de {!,••• ,A;} telles que 

0"/ = pos{{vi}i^i) soit un cône de A. On note X/ la variété associée au 
cône (Il et ^/ le champ des faisceaux pervers sur Xi relativement à la 
stratification donnée par l'action du tore. 

Pour tout couple (/, J) d'ensembles de X, on note hu l'isomorphisme 
de recollement des variétés Xi et Xj : 

hij : Xinj — > Xjni 
On suppose de plus que A un éventail réguher de R". 

DÉFINITION 6.12. Soient aj un cône de A, il est maximal dans A 
si le seul cône appartenant à A qui le contient est lui-même. On dit 
alors que la partie I del est maximale et on note M.X l 'ensemble des 
parties maximales de X. 

Pour le reste du paragraphe on se fixe, pour tout cône ui maximal 
de A une base de qui contient les vecteurs {y^i^i . 

DÉFINITION 6.13. Soit A un éventail de C", on note ca le carquois 
donné par : 

• pour tout cône aj de A, un sommet s/ et n — j flèches de source 
et de but sj, j étant le cardinal maximal des ensembles maximaux 
de X contenant I, 

• pour tout couple {aj, ap) de cônes de A tels que ap soit une face 
de codimension un de aj, deux flèches l'une de source Sj et de 
but sp et l'autre de source sp et de but sj. 

Exemples 

- Si ei,...,e„ est une base de Z" et A est l'éventail associé au 
cône < ei,...,e„ >, la variété torique associée est l'espace C" 
et le carquois associé est un hypercube de dimension n, dont les 
arrêtes contiennent deux ficches en sens inverse. 

- Si maintenant A est l'éventail associé au cône < ei,...e; > 
avec / < n, la variété torique associée est isomorphe au produit 
^ £*n-i carquois associé est un hypercube de dimension l 
dont les arrêtes sont formées de deux fièches de sens inverse muni 
à chaque sommet de n — l fièches ayant pour source et pour but 
le sommet. 

- Si A e est la réunion des faces des cônes < ei , 62 > et < 
—Cl — 62 > 011 (61,62) est la base canonique de C^. Le carquois 
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associé est le suivant : 



C 




DÉFINITION 6.14. On note Ca (ou Cx^) sous-catégorie pleine de 

R{ca) formée des objets tels que : 

(i) pour tout couple {K U {p},K) appartenant à l'application 
linéaire : 

Mkp = VKpUKp + Id 

soit inversible, 

(a) pour tout quadruplets {K, KU{p}, KU{q}, K\j{p, g}) de parties 
appartenant à X les applications linéaires uxp, Uxq, Uxpq, Uxqp 
et VKp, VKq, VKpq, VRqp donnécs par le diagramme 

Ekup 





Ek Z EKLl{p,q} 





VKq \ H / ^^^VKqp 

EK\Jq 

vérifient les conditions suivantes : 

UKpUKpq = UKqUKqp, VXpqVKp = VKqpVKq, ^KpqURqp = UXpVRq 

(m) pour tout couple {K,K') maximaux de 2, considérons l'en- 
semble des vecteurs {ei}i^j tels que {ei}içi soit la base fixée de Z" 
qui contienne {vi}i^K et {ej}îg/' soit la base de Z" qui contienne 
{vi}i^K' et tels que Ci = Vi pour tout i E K VJ K' ; alors pour tout 
J G K n K' et p E I'\K n K' , l'application linéaire Mjp vérifie : 

Mj,^M<...M<: 

où {il, ■ ■ • , im} u J — I et (af^, • ■ • , a^^) sont les coordonnées du 
vecteur Vp dans la base {ej}jg/. 

Pour mieux comprendre cette définition donnons quelques exemples : 
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• Quand la variété torique est C" on retrouve la catégorie 
définie dans le paragraphe précédent, par exemple la catégorie 
est la catégorie formée des objets : 




El 



tels que : 

- U1U12 = U2U21, V12V1 = V21V2, VjiUij = UjVi 

- Mj = f j o Vj + Id et Mij = Vij o Uij + Id soient inversibles. 

• Considérons l'éventail A dans R formé de trois cônes A0 = {0}, 
Al = =< Cl > et A2 = R- =< 62 >, la variété torique 
associée est 

La catégorie Cpi est la catégorie formée des objets suivants : 

«01 t)02 

El _^ -E'0 .^^^ E2 

U01 «02 

tels que : 

- f 0j o -\- Id = Mf/ji soit inversible, 

- comme ei = —62 la condition [iii) de la définition 16.141 se 
traduit par : 

M01 = (M02)-' 

• La catégorie Cp2 est la catégorie formée des objets : 
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tels que : 

- = Vi o m + Id et Mij = Vij o Uij + Id soient inversibles, 
Regardons maintenant ce que signifie la condition {iii) : 

- considérons par exemple M03, 63 a pour coordonnée (—1,-1) 
dans la base i3 = U (ei, 62), ainsi on a : 

- intéressons nous maintenant à l'endomorphisme M13, cette 
fois B = {ei} U {62} on a ainsi : 

Mi3 = Mf/ 

De même on a pour tout {i,j,k) G {1,2,3}'^, tous les trois 
différents on a : 

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 6.15. Les catégories etVervA sont équivalentes. 

DÉMONSTRATION. Construisons tout d'abord un champ sur Xa 
équivalent au champ des faisceaux pervers ^a- Nous montrons ensuite 
que la catégorie des sections globales de ce champ est équivalente à la 
catégorie C^. 

L'ensemble des variétés {Xk}k(^mi associées aux cônes maximaux 
de A forme un recouvrement d'ouverts de X/\. Ainsi d'après le lemme 
11.261 le champ, *Pa, des faisceaux pervers sur Xa stratifié par l'action 
du tore est équivalent au champ défini par la donnée : 

{{^K}leMxAHlj}A'^IJK}) 

011 les Hij sont les équivalences de champs : 

HlJ ■ hj}{^l \xjnj) ^ ^Xj \xinj 

définies pour un ouvert U de H Xj par : 

Hij{U) : Vervhuiu) — ^ Vervu 

et 011 TjjK sont les isomorphismes de foncteurs donnés par la relation : 
hij \xijK °hjK \xijK= hiK \xijK 

où XijK = XinjnK- 

Notons que les variétés Xj étant lisses elles sont isomorphes au produit 
X (C*)"^'^ 011 k est le cardinal de /. De plus, cet isomosphisme envoie 
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la stratification définie par l'action du tore sur le croisement normal. 
On considère alors les données : 

i{^i}ieMi,{^ij},{OiJK}) 



ou 



les champs (tj sont les champs, sur Xj, définis au chapitre 4 , 
les sont les équivalences de champs : 

définies par la composée des foncteurs : 

^IJ = OCj \xir,j °Hij O f3i \xjnj 

OÙ oci est l'équivalence définie au chapitre 4 et /3j est un quasi- 
inverse fixé de ocj. Notons qu'il existe des isomorphismes de fonc- 
teurs au : 



'J \Xinj 



et les OijK sont des isomorphismes de foncteurs : 

OlJK •■ ^IJ o ^JK ^ ^IK 

tels que le diagramme suivant commute : 



9lJK°^KL 

^IK O ^KL 



eu 



6lJL 



Alors la donnée a = ({Q;/}/g_Mx, {o/j}) est une équivalence de 
{{Vi}ieMi,{Hij},{rijK}) dans {{dji^Mi, {^u}, {Oijk})- 
Ainsi on a le théorème suivant : 

Théorème 6.16. Le champ est équivalent au champ €a défini 
par les données : 

({(^i}ieMi,{^ijh{OiJK}) 
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Pour démontrer le théorème 16. 151 il reste à montrer que la catégorie 
des sections globales de est équivalente à la catégorie Ca- Un objet 
des sections globales de ^a est donné par une famille : 

où Pj est un objet de r(X/, (tj) et uu est un isomorpliisme : 

l^/J : ^Ij{Pl \xinj) ^ Pj \xinj 

Ainsi pour expliciter les objets de la catégorie r(XA, ^a) il faut ex- 
pliciter les objets des catégories r(X/, £/) et la section globale des 
équivalences $7j. 

Lemme 6.17. Pour tout I G I, la catégorier{Xj, €j) est équivalente 
à la catégorie Rep{7ii{Sj),Ci) . 

DÉMONSTRATION. On peut supposer sans perte de généralité que 
Xj = C*"-' X et donc que Si = C*""^ x {0}\ Pour tout i-uplet 
réel e = {ei, . . . ,ei), le foncteur de restriction suivant, oii est le 
polydisque ouvert centré en zéro et de polyrayon e : 

r(C*"-^ X C\ (tj) — > TiC'"-' X B„ (tj) 

est une équivalence de catégorie. De même si e' est un autre i-uplets 
tel que e[ < Si le foncteur de restriction : 

r(C™~^ X 5„ €i) — > r(C"~^ X B,,, (tj) 

est aussi une équivalence de plus elle commute avec la restriction de 
C*"~* X C* dans C"~* x B^/. Ainsi le foncteur naturel suivant est une 
équivalence : 

r(C*"-^ X C, €i) ^ 21imr(C"-^ X Be, €i) 

e 

Or la strate Sj est un fermé dans l'ouvert paracompact C*"~* x C* donc, 
d'après le lemme [L271 le le foncteur naturel suivant est une équivalence 
de catégorie, 

21imr(C*"-^ X B„€i) — >^{Si,€i) 

e 

de plus la restriction de (tj à la strate 5"/ est constant donc on a bien 
l'équivalence annoncée. □ 

Étudions maintenant les sections globales des équivalences ^k,k' 
où {K, K') est un couple de parties maximales de X. On considère 
l'ensemble des vecteurs {ei}i^j tels que {ei}i^i soit la base fixée de 

qui contienne {vi}i^K et {ej}jg// soit la base de Z" qui contienne 
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{vi}i(zKi et tels que Cj = Vi pour tout i E K U K' . 

D'après le lemme WTÏ\ un objet de V^Xk^k'^ ^KnK') est donné par : 

• pour tout J d K f\ K', un espace vectoriel Ej, 

• pour tout couple ( J, J U p) de sous-ensemble de H K', deux 
applications linéaires ujp et vjp : 

ujp : Ej — i> Ejyjp 

tJjp '■ Ejyjp — > Ej 

• pour tout J <Z K U K' et tout q G I\K fl K' un endomorphisme 
DÉFINITION 6.18. On note T le fondeur qui a un objet 

{{EJ}J(zKf^K'1{uJp,VJp} JcKnK' ,{Mjq} JcKnK' } 

peKnK'\J q£l\KnK' 

de T{XKnK',^KnK') associe l'objet : 

{{Ej}j(zKnK',{'^Jpi'^Jp}i{^Jq'} JcKnK' } 

q'er\KnK' 

OÙ si J U {il, . . . , ira} = I et {a\ , . • • > ctn ) sont les coordonnées de 
Cqi dans la base {ej}jg/ : 

Proposition 6.19. Le joncteur T et les sections globales de ^k,k' 
sont isomorphes. 

DÉMONSTRATION. On note / le cardinal de K H K'. Rappelons la 
définition de ^kk' et de ocx^^^^, '■ 

^KK' = cxk U^,^, oHkk' o Pk' U^,^, 

oii Hkk' est l'équivalence : 

Hkk' ■ Vervhj^^,{u) — > Vervu 

Le foncteur CKx^p^,, est la composée du foncteur /i : 

Il : Vervx^^^, ^ Rep{-ni{SKnK'),Verv^i) 

avec le foncteur Rep{T:i{SKr\K')i(y.i) : 

Rep{TTi{SKnK'),'Pervci) — > Rep{7Ti{SKnK'),Ci) 
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Ainsi on a le diagramme suivant : 

Vervx,. ,-, ^^j;^ ^ Vervx,^ 



Rep{ni{SKnK'),T'erv0) Rep{7ri{SKnK'),Verv 



Rep{ni{SKnK'),Ci) ^ ^ Rep{7ri{SKnK'),Ci) 

Pour démontrer la proposition il suffit de montrer l'existence d'un iso- 
morphisme : 

T o Rep{TTi{SKnK'), ° - Rep{ni{SKnK'), 

ai) o o HxK' 

Commençons par rappeler la définition de Rep{ni{SKnK') , cti) ° yU- On 
peut supposer sans perte de généralité que K H K' = {1, ■ ■ ■ , /}. Dans 
ce cas Xkhk' = C x C*""'. Soit JF un faisceau pervers sur x C*"~', 
l'image par Rep{TTi{SKnK'), c^i) ° est donné par : 

oii ujp et vjp sont respectivement les fibres en pj des morphismes na- 
turels : 

-^'''^^^(R:^;^''c\R_)nCi'(-^ Ic^) ^ -^'''^^^(R£Rl<ï'>c\R_)nCi''^-^ Ic^) 
et d'après le lemme ??, les automorphisme Mjp sont les monodromies 
des faisceaux localement constants {R^T^j(^*J^)\sj définies par le che- 
min 7jp. 

Considérons maintenant la composée : 

Rep{TTi{SKnK'), ai) o fi o Hkk' 

Vu la définition de H^'k, il faut expliciter les isomorphismes de recol- 
lements hxK'- 

Lemme 6.20. Si l'on considère les mêmes notations que dans la 
définition \6.18\ l'isomorphisme h^K' esi donné par : 

Xk D XKr\K' ^ XKr^K' C Xk' 

DÉMONSTRATION. Pour démontrer cette proposition nous avons 
besoin de ce lemme : 
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Lemme 6.21. Soit a un cône entier régulier de R" engendré par 
des vecteurs primitifs {vi, . . . ,Vn} , tels que le déterminant de M, la 
matrice de colonnes Vi, soit égal à 1. 

Soit G la matrice (*M)~^ et {gi, . . . , ses vecteurs colonnes, alors le 
cône à est engendré par les vecteurs {(^i, . . . , gr^. 

DÉMONSTRATION. D'après la proposition 16. 5[ pour démontrer ce 
lemme il suffit de montrer que les vecteurs gi sont les vecteurs normaux 
entrants aux faces engendrées par {t>i, ■ ■ ■ , t>j_i, fi+i, . . . , f^}. C'est à 
dire que : 

(i) < Vj >= pour tout j ^ i, 

(ii) det Mi > 0, où Mi est la matrice (f i ■ ■ ■ f j-i gi fj+i ■ ■ ■ fn). 
La première assertion est donnée par l'égalité *MG = 

Cette égalité donne de plus < gi,Vi >= 1, ainsi la matrice *GMi est 
égale à : 



donc son déterminant est égal à \\gi\\, or det* GMj = detMj, ce qui 



On peut supposer sans perte de généralité que ei, . . . , e„ est la base 
canonique. Les vecteurs entrants normaux aux facettes de aj sont alors 
encore la famille ei, . . . , e„. On note (/j/ , . . . , gi'^ les vecteurs entrants 
normaux aux facettes de A//. D'après la proposition 16.51 et comme les 
variétés Xj et Xj/ sont lisses, l'isomorphisme de recollement provient 
du passage de la base gi'_^, . . . , gi'^ de Z" à la base ei, . . . , e„. La matrice 
de changement de base est l'inverse de la matrice dont les colonnes sont 
les vecteurs gi'^ mais d'après le lemme 16.211 c'est la matrice dont les 
lignes sont les coordonnées des Si. D'après la définition d'un morphisme 
torique on retrouve bien l'isomorphisme cherché. □ 

Toujours en supposant que K H K' = {1, ■ ■ ■ , Z} on a, pour tout 
i < l, Ci = Ei et donc : 




démontre la deuxième assertion. 



□ 




Ainsi l'application Hkk' est la suivante 
hKK' : C X C*""' - 



X C*'^-' 

{yi, ■■■,yn) 



, . . . , Xyi 
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OÙ 

(i+i) (i+i) 



pour i <l, yi = x^x,.;^ • • • a;„ 
pour î > l, i/i = XiJ^^ ■ ■ - X' 



Revenons à la composée Rep{TTi{SKnK'), ai) o ^ o Hkk'- Considérons 
l'image de T par o Hkk'- 

Il o Hkk'{^) = ((^A'K'-^)lc'x{i}"-'? {ip ° hKK'}pei'\KnK') 

où 7p o Hkk' est défini comme l'était jp. Mais la restriction de hxK' à 
X {1}"-' est l'identité donc : 

{hKK'^)\c'x{l}"-' — ^\c'x{l}"-i 

Appliquons maintenant le foncteur Rep{ni{SKnK'),ai) à cet objet. On 
obtient une famille isomorphe à la famille suivante : 

{{(^^^R^c\iR^"^'\^{i}-^lc'x«"-')î'j}jc/fn/f" {^Jp^'^Jp}^ i^Jp}} 

où ujp et vjp sont respectivement les fibres en pj des morphismes na- 
turels : 

et d'après le lemmc ??, les automorphismcs M'j^ sont les monodromies 
des faisceaux localement constants {R^T^j(j*J^)\sj définies par le che- 
min ^JpOhxK'lsj- 

On peut supposer sans perte de généralité que J = {1, . . . ,j}, avec 
j < L La composition de ces applications est alors donnée par : 

Ijp o hxK' ■ [0, 1] — > Sj 

t ^ (0, . . . , 0, e"^'>"*, . . . , e"" ^2^"*) 



On a donc bien M'j^ = M^f+\ ■ • • M^f ' . 
Ce qui montre que : 



T o Rep{'Ki{SKnK'), o A* - RepiniiSKnK'), oci) ofio Hkk' 



Un objet de r(XA, Ca) est donc donné par : 

- pour tout ensemble, K, maximal de X, une famille : 

{{EnJU.{u%.v%} JuAMf,}, jci } 

^ ^ peI\J 3+l<q<nJ 



□ 
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- pour toute intersection, KCiK', d'ensemble maximal de I et pour 
tout ensemble J G K (1 K' nn isomorphisme : 



Sr : Ef 



tels que 



^KK'-l K'.KK' _ K .KK'-l K'.KK' _ K 

et 

oii J u {ïi, . . . , irn] = I et {a^i \ ■ ■ ■ , ctn ■*) sont les coordonnées 

de Cgi dans la base {ej}jg/ 
Comme dans le chapitre précédent nous définissons une équivalence, A, 
entre la catégorie T{Xa, ^a) et la catégorie Ca- 

A : r(XA, £a) Ca 

Pour cela on note Ki, . . . , K^, les parties maximales de I. On définit 
alors A comme le foncteur qui à un objet décrit ci-dessus associe la 
famille donnée par 

- pour toute partie maximale, Ki, de X, pour toute partie J de 
Ki\ IJj<i KjUKi, l'espace vectoriel Ej' et les applications linéaires 
Mj^, pour tout couple ( J, J Up) de parties de Ki\ Uj^i U -^i; 
les applications linéaires ujp et vjp, 

- pour tout couple ( J, J U p), tel que J U J9 C Ki\ IJj<î U 
J C Ki n Kk avec k < j, les applications linéaires : 

et 5f"-^.S 

Cette famille est bien un objet de Ca, les relations de commutation que 
vérifient les isomorphisme ôf^ assurent notamment la condition {iii). 
Comme au chapitre précédent le foncteur qui à un objet 

{Ej}jei, {ujp, vjp} (^j^jup)^i2{Mji}i<i<j 

de Ca associe l'objet de r(XA, Ca) donné par 

- pour tout ensemble maximal K de X, la famille : 

{Ej}jcK, {uJp,VJp}nJ^Jp^(-K2{MJi} JcK 

- pour toute intersection d'ensemble maximal fl fC' de X et pour 
tout ensemble J G K (1 K' l'identité. 

Les conditions de la définition 16.141 assurent que cette donnée est bien 
un objet de r(XA, Ca)- 

Ces deux foncteurs sont quasi-inverse l'un de l'autre. □ 
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Résumé. Le but de cette thèse est de montrer comment des descrip- 
tions élémentaires et explicites de la catégorie des faisceaux pervers peuvent 
être recollées en une description de la catégorie globale des faisceaux per- 
vers. Pour cela nous généralisons une équivalence entre la catégorie des fais- 
ceaux pervers sur C" stratifié par le croisement normal et une catégorie de 
représentation d'un certain carquois démontrée par A. Galligo, M. Granger, 
Ph. Maisonobe (GGM) en une équivalence de champs. 
Dans un premier temps nous nous intéressons à la façon de définir un champ 
sur un espace stratifié. Ainsi nous démontrons la 2-équivalence entre la 2- 
catcgorie des champs et une 2-catcgoric dont les objets sont les données 
de champs sur chacune des strates et de conditions de recollement. Ceci 
nous permet, dans le cas oii l'espace considéré est C" stratifié par le croise- 
ment normal de définir assez simplement un champ de carquois strictement 
constructible. 

Dans un deuxième temps nous montrons que ce champ est bien équivalent au 
champ des faisceaux pervers. La difficulté majeure consiste alors à démontrer 
que les équivalences de catégories de GGM se recollent correctement en une 
équivalence de champs. 

Enfin les deux derniers chapitres sont des applications de cette technique. 
On obtient ainsi de nouvelles descriptions en terme de représentation de 
carquois de la catégorie des faisceaux pervers d'une part sur stratifié par 
un arrangement générique de droites et d'autre part sur les variétés toriques 
lisses. 



